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Delta impuls

Delta impuls je posebna vrsta funkcije koja, po nekim tumacenjima, nije funkcija u pravom
smislu te re¢i. Neki autori nazivaju je raspodela (engl. Distribution). Njen detaljni tretman daleko
prevazilazi okvire ove knjige. Delta impuls, O(t), definide se pomocu etiri izraza:

5(t) = {O t* O’, (2.3.20a)
© t=0,

Té(t) Ldt =1, (2.3.20b)

_5(:t) = 5(-t) i (2.3.20¢)

Tx(t) O(t—t,)-dt = x(ty). (2.3.20d)

Izrazi (2.3.20a) i (2.3.20b) imaju interesantno geometrijsko objasnjenje. Delta impuls moze da se
posmatra kao pravougaonik Sirine 1/ a 1visine a, kod kog a — 00. Prikazan je na slici 2.3.2a.
Povrsina ovog pravougaonika uvek je jednaka jedinici, u skladu sa (2.3.20b). Osim pravougaoni-
ka, mogu se posmatrati i drugi oblici koji imaju sli¢ne osobine kao funkcija oblika sin X/ X,
Gausova funkcija, itd. [3].
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Slika 2.3.2. Geometrijska ilustracija nastajanja delta impulsa (a), impuls i pomeren impuls (b)
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Izraz (2.3.20c) ukazuje na (pomalo neobi¢nu) osobinu parnosti delta impulsa. Po ovoj osobini,
vazi i sledeca jednakost:

St—t,)=5(t, —t).

To znaci da je delta impuls uvek lociran u onoj tacki u kojoj je vrednost njegovog argumenta
jednaka nuli. Parnost je o¢igledna kod impulsa O'(t). Ilustrovana je na slici 2.3.2b, ali nije tako

oCigledna, iako postoji, kod impulsa J(t —t;) na istoj slici. Ova osobina ima Cestu primenu.

Poslednji definicioni izraz, (2.3.20d), ima dvostruki znacaj, u zavisnosti od toga da li je para-
metar t;, konstanta ili promenljiva.

Ako je 1, = const., izraz (2.3.20d) ukazuje na osobinu odabiranja: proizvod bilo koje funkcije i
pomerenog delta impulsa jednak je vrednosti funkcije u tacki u kojoj je lociran delta impuls.

Ako se t; posmatra kao promenljiva, tada je mnogo preglednije ako se umesto {, upotrebi oz-
naka koja se ¢esce koristi za promenljivu, 7, pa se, uz dodatnu primenu osobine parnosti, dobija:

ojox(t) o(t—17)-dt = ojox(t) -o(r—1)-dt =x(7). (2.3.21)

U ovom integralu privremena promenljiva oznadena je sa t. Izraz (2.3.21) pokazuje da konvo-
lucija signala X(1) sa delta impulsom daje originalni signal. To zna¢i da je delta impuls neutralni

element za konvoluciju. Ova osobina delta impulsa ima izuzetan znacaj u mnogim prakti¢nim
primenama.

Dodatne osobine i primena delta impulsa pokazane su nakon objasnjenja osobina FT.

Osobine Furijeove transformacije

Kao i1 Furijeov red, i FT ima mnogo osobina koje znacajno pojednostavljuju njenu primenu.
Ovde su nabrojane i objasnjene najvaznije:

1. Parsevalova teorema.

Po Parsevalovoj teoremi energija aperiodi¢nog signala, E, moZe se odrediti i u vremenskom i u
frekvencijskom domenu i ima, naravno, istu vrednost:

E= [jx® dt= [|X()-df. (23.22)

Dokazuje se na osnovu osobina kompleksnih funkcija, smenama 1 zamenom redosleda integra-
cije:
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b) Srednja snaga slutajnog signala u opsegu (0 + f.) ima vrednost:

fo
P =2 jW(f)df =£-arctg(2ﬂch)=E,
0 7 2

a srednja snaga sluajnog signala u opsegu (f, +2f.):

21, _
P,=2. J'W(f)df:Q-arctg 27T ~|=02-P.
] 7 1+2(2f.T)

Preko ¢inioca 2 sa kojim je pomnoZen integral obuhvacena je snaga za negativne ucestanosti.

2.4. Diskretni signali

Paralelno sa teorijom analognih signala i sistema razvijena je i teorija diskretnih signala i siste-
ma. Posmatra se diskretni signal ili signal sa diskretnim vremenom, oblika:

Xg = oo X gy X_1s Xg» X{s X X35 envea) (2.4.1)

Ovaj signal je, u stvari, ureden skup brojeva. Ako brojevi pripadaju kontinualnom skupu vredno-
sti, govorimo o diskretnom signalu. Ako je izvrSena njihova kvantizacija, radi se o digitalnom
signalu. U najve¢em delu teorije koja je ovde izloZzena smatramo da se radi o diskretnim signali-
ma. Efekti kvantizacije spomenuti su na kraju poglavlja 3.4.

Obi¢no se smatra da je diskretni signal nastao odabiranjem analognog signala, X, (t). Izmedu

odbiraka X, i1analognog signala tada postoji veza:

Xp = X(N)=X4(nT). (2.4.2)
Diskretni signal, medutim, nije uvek nastao odabiranjem analognog signala.

Domen definisanosti diskretnog signala ¢esto se naziva vremenski ili signalni domen.

Postoji citav niz analogija izmedu pojmova koji su ranije uvedeni za analogne signale 1 sli¢nih
pojmova kod diskretnih signala. U nastavku su navedeni primeri koji pokazuju sli¢nosti, ali i
razlike [2.,4,5].

- Signal sa konac¢nim trajanjem (signal koji je razli¢it od nule u kona¢nom broju tacaka):

n 0<n<3,

—x = 243
x(n) =X, {O drugde. (243
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- Signal sa beskona¢nim trajanjem:

0 n<O,
X, = {an 150, (2.4.4)
- Jedni¢ni impuls:

1 n=0,
On = {O drugde. (24.9)
- Pomereni jedni¢ni impuls:
s b n= K, 2.4.6

Nk {O drugde. (240

- Jedini¢na funkcija (step funkcija):

0 n<O,
u, = {1 N0 (2.4.7)

- Periodi¢ni signal:
X, = A-sin(27m@ + ¢), (2.4.8)

gde je A-amplituda, @ -relativna u€estanost, a ¢ -pocetna faza.
- Kompleksni periodi¢ni signal:

e12M0 = cos(22n0) + - sin(27n6). (2.4.9)

Treba istaci da je jedini¢ni impuls kod diskretnih signala ‘obi¢na’ funkcija, za razliku od konti-
nualnih funkcija kod kojih je delta impuls definisan na poseban nacin.

Primer periodi¢nog diskretnog signala prikazan je na slici 2.4.1 a), dok je na slici 2.4.1 b) pri-
kazan sinusoidalni diskretni signal koji nije perioditan, X, = A-sin(N), jer ne postoji ceo broj

Ny za koji vazi jednakost sin(N) = sin(N+n).

Kod analognih signala, signal oblika X(t) = sin(t) ima osobinu periodi¢nosti, ali mu je perioda
jednaka parnom multiplu broja 7.

Signali (2.4.8) 1 (2.4.9) imaju narocit znacaj u obradi signala.

Relativna udestanost & odgovara udestanosti periodi¢nog signala, uz neke specifi¢nosti. Kod
analognih periodi¢nih signala, tipa Sin(Zﬂ'f 0'[), za svaku razli¢itu vrednost ucestanosti f;, do-
bija se razlicit signal.
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Slika 2.4.1. Periodi¢ni diskretni signal a) i aperiodi¢ni sinusni signal b)

Kod diskretnih signala postoji znacajna razlika. Samo za vrednosti za koje vazi ‘19‘ <1/2 dobi-
jaju se razliciti signali. Za ostale vrednosti relativne ucestanosti, signali se ne razlikuju od onih iz
intervala ‘19‘ <1/2. U definicionom izrazu (2.4.8) javlja se periodi¢nost i po promenljivoj N i
po relativnoj ucestanosti, sa periodom jednakom jedinici. To znaci da se jednaki signali dobijaju
za Oy, 6y £1, 0, £2,..6, £K,... gde je 6, ucestanost za koju vazi ograni¢enje vrednosti na
interval ‘(90‘ <1/2,a K ceo broj.

Ova se osobina lako dokazuje jer je, npr. sin 27M(6, + K) = sin(27m6,, + 27nk), pa za celo-

brojne N i K promena faze odgovara vrednosti 277, a sinusna funkcija ima osobinu perio-
di¢nosti sa periodom 27 . Ilustracija ove osobine za funkcije X, =sin2zn-(1/6) i

Y, =sin2zn-(7/6) pokazana je na slici 2.4.2.

AXna Yn

Slika 2.4.2. Primer dva periodi¢na signala sa razli¢itim ucestanostima
1 jednakom diskretnom realizacijom

Cak i unutar intervala ‘49‘ <1/ 2 postoji konjugovano kompleksna simetrija, po$to za komplek-

. - ok
sne funkcije vazi € 12m0 _ (e sz(_g)) . Dokaz ove osobine takode je ocigledan.
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3. SISTEMI ZA PRENOS | OBRADU SIGNALA

Telekomunikacioni sistem je sistem koji obuhvata sve sklopove neophodne za realizaciju preno-
sa poruka na daljinu.

Za svaki sistem mogu se uo¢iti ulazni ili pobudni signali (pobude), X;(t), X, (t),.....Xy (t) i iz-

lazni signali (odzivi), Y;(t), Y, (1),.....yk (t). Sistem je potpuno definisan ako je poznata zavis-

nost svakog odziva od pobudnih signala. U ovom kursu izu€avaju se uglavnom sistemi sa jed-
nom pobudom i jednim odzivom. Kod takvih sistema je N = K =1, a zavisnost je obi¢no data
u obliku:

y(t) =K[x®)]. (3.0.1)
gde K oznacava funkcionalnu zavisnost, ili operator i opisuje kako funkcioniSe sistem.

Prema tipu zavisnosti izlaznog od ulaznog signala, sistemi se dele na linearne i nelinearne, a sva-
ki od njih na inercijalne (sa memorijom) i neinercijalne (bez memorije). Sistemi sa memorijom

imaju osobinu da im vrednost odziva u svakom trenutku zavisi od vrednosti pobude u posmatra-
nom trenutku i ranijim trenucima (koji su prethodili posmatranom).

3.1. Linearni sistemi

Ako se zavisnost (3.0.1) moZe napisati u obliku:

y(t):ho'X(t)+h1X(t_T1)+h2X(t_T2)+ ..... (311)
pri demu su Ny, hy, h,,.... koeficijenti (ne zavise od pobude nego imaju konstantnu vrednost), a
Ti, I =1, 2, ... vremenski intervali (vremenske konstante), kaZe se da je sistem linearan.
Koeficijenti h; i konstante 7;, I =1, 2, ... u potpunosti opisuju sistem.

Linearni sistemi, kao §to je ve¢ receno, dele se na sisteme bez memorije i sisteme sa memorijom.

Ako je bar jedna od konstanti 7;, | =1, 2, ... razli¢ita od nule, kaZe se da sistem ima memoriju.

Linearni sistemi bez memorije

Linearni sistemi bez memorije najjednostavniji su za analizu. Njihov drugi naziv je pojacavaci.
Izlazni signal dobija se mnozenjem ulaznog signala nekom konstantnom vrednos$¢u koja se na-

ziva pojacanje. U izrazu (3.1.1) prakti¢no postoji samo prvi sabirak, Y(t) = h, - X(t), a pojaca-

nje je oznadeno sa N .
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Linearni sistemi sa memorijom

Linearni sistemi sa memorijom cesto se nazivaju filtri. Filtri su sklopovi od posebnog znacaja u
telekomunikacijama.

Postoji vise nacina da se pokaZze kako se odreduje odziv linearnog sistema sa memorijom na za-
datu pobudu. Posebnu ulogu u ovim dokazima igra delta impuls. Kada je pobudni signal jednak
delta impulsu, X(t) = (1), tada se izlazni signal, Y(t), naziva impulsni odziv. Obi¢no se im-

pulsni odziv ozna¢ava sa h(t) pa, prema (3.0.1), vaZi jednacina: h(t) = K[5 (t)]

Ako linearni sistem ispunjava i uslov tzv. vremenske nezavisnosti (invarijantnosti), tada je odziv
na pomereni delta impuls jednak pomerenom impulsnom odzivu, tj. h(t —7) = K[5 (t— T)]

Osobina se relativno lako dokazuje, a jasna je i sama po sebi ako se shvati da vremenska neza-
visnost znaci da je funkcionisanje sistema potpuno nezavisno od izbora koordinatnog pocetka, tj.
tacke u kojoj je t =0.

Ako se pobudni signal, prema (2.3.21), napise u obliku konvolucije samog signala sa delta im-
pulsom, tj.:

X(t) = Tx(r)-5(t—z')-dr, (3.1.2)

—00

i ako se operator K iz izraza (3.0.1) primeni samo na veli¢ine koje su funkcija vremena, t (ne i
privremene promenljive, 7 ), dobija se:

o0

y(©) =K[x®)]=K| [x(z)-5(t—-7)-dr |=
= Tx(r)-K[é(t—r)].drz Tx(r)-h(t—r)-dr. (3.1.22)

Izraz (3.1.2a) pokazuje da se odziv linearnog sistema moze odrediti pomoc¢u konvolucije pobude
1 impulsnog odziva posmatranog sistema.

Na osnovu ve¢ ranije pokazanih osobina FT, prema (2.3.27), direktno se zakljuCuje da vazi sle-
deca jednakost:

Y(f)=H(f)-X(f), (3.1.3)

gde je sa H(f) oznagena FT impulsnog odziva linearnog sistema.

Funkcija H () naziva se prenosna funkcija, funkcija prenosa, prenosna karakteristika ili frek-
vencijski odziv linearnog sistema. Funkcija prenosa je kompleksna funkcija. Funkcija prenosa i
impulsni odziv ¢ine Furijeov transformacioni par i za njih vaze sve ranije navedene osobine Fu-
rijeove transformacije.
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Funkcija prenosa H () moZe se, kao i svaka kompleksna funkcija, predstaviti preko realnog i

imaginarnog dela, kao i preko modula i argumenta. Obi¢no se koristi predstava preko modula 1
argumenta kao:

H(f)=|H(F)-eI®D = A(f)- eI = A(f).e7 1O, (3.1.4)

Amplitudska karakteristika, A(f) = ‘H ()|, uvek je parna funkcija, dok je fazna karakteristi-

ka, O( f ), neparna funkcija uestanosti. Ponekad se, umesto fazne karakteristike, koristi tzv.

karakteristika faznog kasnjenja, @( f). Prema (3.1.4), karakteristika faznog kasnjenja jednaka
je negativnoj vrednosti fazne karakteristike.

Filtri se primenjuju u razli¢itim postupcima za obradu i prenos signala. Obi¢no se problem koji
treba resiti uklapa u neku od sledecih kategorija:

- ako je zadata elektronska struktura linearnog sistema, treba odrediti funkciju prenosa i/ili im-
pulsni odziv;

- ako je zadata funkcija prenosa ili impulsni odziv, treba odrediti odziv na zadatu pobudu;

- ako je zadata funkcija prenosa, treba projektovati elektronsko kolo koje takvu funkciju realizuje
u praksi.

U okviru ovog udZbenika objasnjeni su jednostavniji primeri iz prve dve kategorije problema.

Problemi iz tre¢e kategorije ovde se ne razmatraju. Njihovo reSavanje veoma je standardizovano.
Primenjuju se postupci koji su detaljno opisani u specijalizovanim priru¢nicima i vezani za prak-
ti€nu elektroniku. Ocekivana funkcija prenosa linearnog sistema, obi¢no se zadaje u frek-
vencijskom domenu. Zatim se, primenom neke od standardnih tehnika projektovanja, realizuju

.....

komponenti. SloZenije realizacije (obi¢no pri tom i skuplje) po pravilu daju bolju aproksimaciju.

Ako je unapred zadata elektronska struktura linearnog sistema, funkcija prenosa odreduje se pos-
tupcima koji su detaljno analizirani na kursevima iz Osnova elektrotehnike 1 Teorije elektri¢nih
kola. Za potrebe analize elektricnih kola u telekomunikacijama, obi¢no je dovoljno poznavanje
elementarnih osobina razdelnika napona, kao i1 redne i paralelne veze razli¢itih komponenata.
Kod jednostavnijih elektri¢nih kola, funkcija prenosa lako se izra¢unava kao kompleksna im-
pedansa ili transmitansa, koris¢enjem kompleksnih izraza za impedanse otpornika (R), kale-

mova ( jwl ) i kondenzatora (1/( jaC)).

Idealan prenos
Strogo posmatrano, idealan prenos podrazumeva da je izlazni signal jednak ulaznom. U praksi je

ovaj uslov malo ublaZen time $to je dozvoljeno da izlazni signal moze da ima promenjenu
amplitudu i moZe da kasni za ulaznim signalom, tj. da postoji slede¢a veza:

y(t) = A-x(t-1), (3.1.5)

gde su A it konstante. Primenom FT na ovu jednacinu dobija se da vaZi:
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Y(f)y=A-e M0 . X (f)=H(f) - X(f), (3.1.6)

odnosno da funkcija prenosa, koja je u opstem slu¢aju data izrazom H(f)= A(f)- el ,

prema (3.1.6), kod idealnog prenosa ima oblik H(f) = A- g~ 127 , tj. ima konstantnu ampli-

tudsku i linearno promenljivu faznu karakteristiku, odnosno linearno promenljivu karakteristiku
faznog kasnjenja. Opisane osobine funkcije prenosa treba da budu zadovoljene u opsegu uce-
stanosti u kome je spektar ulaznog signala, X (), razli¢it od nule, jer samo u tom opsegu uce-

stanosti prenosni sistem ima uticaja na ulazni signal.

Zahtev za linearno$c¢u idealne fazne karakteristike treba dodatno objasniti. Ako se kroz idealan
sistem, koji unosi kaSnjenje 1, prenosi prostoperiodi¢an signal oblika cosat, izlazni signal

imace oblik cosm(t —t;) = cos(awt — awty), pri cemu je —wty = —2af -1, promena faze. Za

svaku vrednost ulazne u¢estanosti, T, promena faze ima razli¢itu vrednost.

Ako nisu zadovoljeni uslovi za idealan prenos, javljaju se izoblicenja zbog kojih izlazni signal
nije jednak ulaznom signalu. Za sluc¢aj prostoperiodi¢nog pobudnog signala, izobli¢enja se svode
na promenu amplitude 1 poCetne faze. Postupak odredivanja odziva detaljno je opisan u zadatku
3.1.1c. Ako signal nije prostoperiodican, postupak je znatno slozeniji. Jedan jednostavan primer
pokazan je u zadatku 3.1.4, a opstija analiza data je u poglavlju 5.1. 1 odgovaraju¢im zadacima.

Idealni filtri

Treba razlikovati idealan prenos od idealnih filtara. Postoje dve osnovne vrste idealnih filtara. To
su propusnici niskih uéestanosti (NF filtri) i propusnici visokih u¢estanosti (VF filtri). Sve ostale
vrste filtara, propusnici opsega, nepropusnici opsega, kao i slozeniji tipovi filtara, dobijaju se
kombinacijama NF i VF filtara.

Idealni NF filtar
Idealni NF filtar ima funkciju prenosa:

e 120 Ifl<f
Hye (f)= f] g (3.1.7)

0 drugde,

gde je fg gornja grani¢na ucestanost, a t;, konstanta koja se naziva kasnjenje sistema.

Pomocu inverzne Furijeove transformacije izraza (3.1.7), impulsni odziv NF filtra moze se odre-
diti u obliku:

sin[2fy (t-t,)]

hye () =21 2 (-1
g

(3.1.8)

Ako je ty =0, dobija se idealni filtar kod kojeg nema kasnjenja.
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Na slici 3.1.1. prikazana je funkcija prenosa idealnog NF filtra, a na slici 3.1.2. impulsni odziv
tog filtra. Transformacioni par koji ¢ine pravougaoni impuls i funkcija oblika sin X/ X veoma se
Cesto srec¢e u telekomunikacijama, kako kod 1-D tako i kod 2-D signala. Zbog toga je veoma
korisno da se dobro shvati veza koja postoji izmedu ove dve funkcije. Vazna je i ¢injenica da se
transformacijom pravougaonog impulsa moZe analiti¢ki odrediti funkcija oblika sin X/ X, dok
se inverzna transformacija realizuje samo pomocu osobine dualnosti, posto ne postoje odgovara-
judi tabli¢ni integrali koji bi omogucili formalnu integraciju.

Sa slike 3.1.2. vidi se da idealni NF filtar ne zadovoljava uslov kauzalnosti, jer odziv na pobudu
u koordinatnom pocetku pocinje, teoretski, u t = —00. Odavde se zakljuCuje da se idealni filtri
ne mogu prakticno realizovati. U praksi se mogu realizovati filtri koji imaju priblizno idealnu
funkciju prenosa, sa impulsnim odzivom koji pocinje u trenutku kad se pojavi pobuda 1 li¢i na
zakasnelu 1 malo asimetri¢nu (deformisanu) funkciju sa slike 3.1.2.

4{H(D)]

1

—f f f

9 9

Slika 3.1.1. Funkcija prenosa idealnog NF filtra

h(t)

2 f
g

ﬂv/—\ /-\U,fﬁx
\/ 4 t

2 f
9

Slika 3.1.2. Impulsni odziv idealnog NF filtra za t, =0

Idealni VF filtar

Idealni VF filtar ima funkciju prenosa:

Hoo (1) = e 12 f < f A f > Ty, 6.19)
" 0 za |f|<fy, -

gde je fd donja grani¢na ucestanost, a {; kaSnjenje sistema.



Glava 3. Sistemi za prenos i obradu signala 71

Da bi se odredio impulsni odziv moze se direktno izracunati inverzna Furijeova transformacija
izraza (3.1.9). Medutim, ako se iskoristi ¢injenica da se Hyg (f) moze izraziti preko funkcije

prenosa NF filtra kao:
Hye (F)=e 20 —H(f),za T, = fy. (3.1.9a)
pomocu osobine linearnosti, iz jednacine (3.1.9a) lako se dobija impulsni odziv u obliku:

sin[27f, (t —ty)]

3.1.10
27fq (t—1o) 0

hye () = 5(t—t) —2f4

Na slici 3.1.3. prikazana je funkcija prenosa idealnog VF filtra, a na slici 3.1.4. impulsni odziv
tog filtra. Vaze sli¢ni zakljuccei kao 1 kod NF filtra.

H()
1

- fd fd f

Slika 3.1.3. Funkcija prenosa idealnog VF filtra
h(t)

o(t)

T \_// L\\// e t

21,

-2fd

Slika 3.1.4. Impulsni odziv idealnog VF filtra za t, =0

Idealni pojasni filtar

U telekomunikacijama se Cesto javlja potreba i1 za idealnim pojasnim filtrom. To je filtar koji
propusta opseg ucestanosti u intervalu (fd + fg ) Impulsni odziv moze se odrediti direktnom

integracijom §to se Citaocima preporucuje kao veoma korisna vezba.
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Medutim, ako se definiSu:
" 1 .
Sirina propusnog opsega B = 5 (fg - f4 ) i

1

centralna udestanost propusnog opsega, f. = 5 (fg + f4 ),

moze se primeniti sledec¢i postupak. Prenosna funkcija idealnog pojasnog filtra moze se u frek-
vencijskom domenu dobiti konvolucijom dve funkcije:

- funkcije prenosa idealnog NF filtra kod kog je fg =B i

- para delta impulsa na u¢estanostima * fC .

Do ovog zakljucka moZe se do¢i posmatranjem funkcije prenosa pojasnog filtra i poznavanjem
konvolucije funkcije sa pomerenim delta impulsom, opisane izrazom (2.3.37a).

Kao ekvivalent konvolucije dve funkcije u frekvencijskom domenu, u vremenskom domenu tre-
ba izvrSiti mnozenje njihovih inverznih transformacija, od kojih je jedna ve¢ odredena kao

hye (), uz uslov fg = B, a druga odgovara inverznoj Furijeovoj transformaciji para delta im-

pulsa. Lako se pokazuje da je ova druga funkcija jednaka 2 - cos 2ft.

Mnozenjem vremenskih oblika dobija se impulsni odziv pojasnog filtra u obliku:

sin[27B - (t —t)]
27B-(t—t,)

hpg (1) =4B- cos2af, - (t—ty). (3.1.11)

Na slici 3.1.5. prikazana je funkcija prenosa idealnog PF filtra, a na slici 3.1.6. impulsni odziv
tog filtra, za t; = 0. Impulsni odziv ima oblik proizvoda funkcije tipa sin X/ X, za koju se ras-

tojanje medu nulama odreduje pomocu vrednosti B i kosinusoide, ¢ija perioda zavisi od cen-
tralne ucestanosti pojasnog filtra, fC .

Ni ovaj filtar ne moze se prakticno realizovati. Moguce su samo razliite aproksimacije idealnog
filtra. Za prakticnu primenu i aproksimacije filtara daju sasvim zadovoljavajuce rezultate.

H()
1

—f, —f, —f, f, f, f f

Slika 3.1.5. Funkcija prenosa idealnog PF filtra
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Slika 3.1.6. Impulsni odziv idealnog PF filtra
ReSeni primeri uz poglavlje 3.1.

Zadatak 3.1.1. (E, S)
Na slici 1. dato je jednostavno RC kolo. Odrediti:
a) Funkciju prenosa kola;

b) Energiju ulaznog signala kao 1 odnos energije izlaznog signala koncentrisane u opsegu uce-
stanosti (O + fg =1/ (ZﬂRC)) i ukupne energije izlaznog signala, ako je ulazni signal oblika:

t
x(t)y={A-e RC t>0,
0,t<0.

¢) Amplitude i faze komponenti na izlazu kola ako ulazni signal ima oblik:
X(t) = Xy + X, -cosopt + X, -sin 2wyt + X5 - cos3mt,

pod uslovom da je ®yRC =0.5.

R
—— NN/ )
x(t) cT y(t)

Slika 1. RC kolo
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ReSenje:
a) Funkcija prenosa kola moze se odrediti na dva nacina: indirektno, preko impulsnog odziva u
vremenskom domenu i direktno, preko kompleksnih impedansi elektricnog kola. Posto je kolo na

slici 1. veoma jednostavno (razdelnik napona), mogu se napisati slede¢e jednacine u frekven-
cijskom domenu:

X(F)=(Zg+Zc)-1(F), Y(F)=Zc-1(f), Y(f)==2C—X(f),
Lp+1c
pa je funkcija prenosa:
1
H(f):Y(f): ZC _ J27Z'fC _ 1 .
X(f) ZR"‘ZC R+ 1 1+ j2#fRC
jorfC

b) Energija ulaznog signala moze se odrediti u vremenskom domenu kao:
o0 SO A 1

W, = [ x*(t)dt=A?[e RCdt :EAZRC.

—00 0

Energija izlaznog signala lakSe se odreduje u frekvencijskom domenu:

W, = '”Y(f)‘zdf ,gdeje Y(T)=H(f)- X(f) FT izlaznog signala. Dalje je:

ARC ARC
X(f)=F{xt)l=———— ., Y(f)= ,
() =F{x®)} v iadre” YD 1+ joARC)
® ® df = df
W, = [I¥(H)°df =(ARC)* [ — —=(ARC)" [ St
o —oo‘(1+127szC) ‘ —oo[1+(27Z'fRC) ]
2 72 2
Smenom  =arctg(22fRC) dobijese: W, = A2RC' J.COSZ,u-d,uz A:QC.
T
-/2

Energija izlaznog signala u opsegu ucestanosti (0 + fg ) raduna se na isti nacin kao Wy , ali sa

promenjenim granicama. Konstanta (2) ispred integrala koristi se umesto integrala u simetri¢nim
granicama. Ovakva zamena moguca je samo kod parnih podintegralnih funkcija i ¢esto se koristi
u telekomunikacijama:

fq 2
2. ARC (1 1 Wy 11
Wyq =2 [ Y ()] df = " -(T—), paje —="1+-=08.
0

T Wy27z
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¢) Odziv linearnog sistema na pobudu prostoperiodi¢nim signalom oblika:

X, (1) =U - cos(27ft + @), &ija FT ima oblik:
X ()= -io 6 — f)+e 1.5 + £,)]
o( )—E'e o(f—1)+e " -o(f + 1)),

primenom inverzne FT na izraz (3.1.3), ima oblik:
YoM = [ Xp(F)-H(f)-el*"df .

Primenjujuéi osobine delta impulsa, kao 1 princip superpozicije, lako se pokazuje da vazi:
U j j27ft —j —j2Af t]

yp(t):E-[e“/’ H(f) et eI H(-f). e T

Koristeé¢i opste osobine modula i argumenta funkcije H ()

H(f)=A(f)- )M Ay =A-f)=|H(f). O(f)=-d(-F)=arg{H(f)}.

izlazni signal dobija se u obliku:
Yo (t)=U - A(f)-cos[2f it + p + O(f))]. (1)

Oblik odziva linearne mreze na pobudu signalom sinusnog oblika dobija se tako $to se ponovi
prethodni postupak sa podetnom fazom podeSenomna @ = —7/2.

Za posmatrano kolo, funkcija prenosa ima oblik:

H(f)= 1 _ 1 L FArCRARC) _ p (). i0(1) )
1+ j224RC 1+(2ﬂch)2

Primenjujuéi princip superpozicije na ulazni signal zadat pod c), dobija se:
y(t) = A(0)- Xy + A(fy)- X, -cos[mpt + D(F)]+ A2 Ty)- X, -sin2awt + D2 )]+
+ABTy)- X5 -cosBayt + D3 fy)].

Moduo i argument prenosne karakteristike u tatkama 0, f,, 2f,, i 3 f;, potrebni za kona¢no
definisanje amplituda i faza komponenti izlaznog signala, imaju vrednosti:

A0)=1; A(f A2 f A f

STV T
0 \/g ’ 0 \/E ) 0 \/E ;
D(f,) = —arctg(0.5) = —26.57°: d(2f,)=—arctg(l.0) = —45°;

d(3f,) =-arctg(1.5) = —56.31°.
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Zadatak 3.1.2. (E, S)
a) Odrediti funkciju prenosa i odgovarajuée impulsne odzive idealnog NF , VF i PF (pojas-
nog filtra), kad nema kas$njenja.

b) Ako se na ulaz kola na slici 1. dovede signal:
t
X(t) = Ae T t> 0,
0 t<O0,

odrediti energije signala u tackama B, C i D preko ukupne energije signala, kao i ukupnu
prenosnu karakteristiku kola od tacke A do D, pod uslovom da je fy = fg .

=
: B
g +—>
A D
— C
79
fy
Slika 1. Slozeno kolo
Resenje:
a) Funkcija prenosa idealnog NF filtra, prikazana na slici 2., ima oblik:
1 |f]<fq,
H(f)=
0 |f|> f,.

Odgovaraju¢i impulsni odziv prikazan je na slici 3. Dat je izrazom:
. sin(27f 4t)

()
2f ot

h(t)=2f,

Ovaj izraz ponovo potvrduje dobro poznatu vezu izmedu pravougaonog impulsa i njegovog
transformacionog para, funkcije oblika sin X/ X.

H()

1

—f f f

g 9

Slika 2. Funkcija prenosa idealnog NF filtra
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h(t)
f

\/ M 3 t

2f .
9 fg 2fg

Slika 3. Impulsni odziv idealnog NF filtra

Funkcija prenosa idealnog VF filtra, koji propusta samo komponente iznad donje grani¢ne uce-
stanosti fd , prikazana je na slici 4. 1 data izrazom:

0 |fl<fq,
H(f)= (2)
1 [f|> 1y,
a odgovarajuci impulsni odziv, prikazan na slici 5. ima oblik:
sin 2af 4t
h)=6(t)-2f; - ———2. 3
O=0)=21s-— At (3)
H()
1
_fd fd f

Slika 4. Funkcija prenosa idealnog VF filtra
h(t)

S(t)

AN AN

f1 t
2 f

-Zfd

Slika 5. Impulsni odziv VF filtra
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Idealni PF filtar propusta samo komponente iz opsega 2-B = fg - fd oko centralne uce-

stanosti f.. Njegova funkcija prenosa, data je izrazom (4) (samo za nenegativne ucestanosti) i
prikazana na slici 6. Odgovaraju¢i impulsni odziv dat je izrazom (5) 1 prikazan na slici 7.

1 f.-B<f<f.+B
H(f)= ¢ © 7 (4)

0 drugde,

sin 2Bt
h(t) =4B—————cos2f.t. 5

(t) - ¢ (5)
Za sve tri prenosne karakteristike pretpostavljena je nulta fazna karakteristika.
H()
1
- fg - fC - fd fd fC fg f

Slika 6. Funkcija prenosa idealnog pojasnog filtra

Slika 7. Impulsni odziv idealnog pojasnog filtra

b) Ako se signali u tatkama B, C i D oznade sa Sg, Sc i Sp, respektivno, odgovarajuci
spektri ovih signala imaju oblik:

A
Se(f)=H fy-X(f)y==—, fil<f,,
s(T) ne (1) - X(T) 1+ jords H<g
Se(H)=Hye (D) X(H=—2— [f|2fy=1, ©)
1+ j2AfT g

Energija signala u tacki B izra¢unava se najlak$e integracijom u frekvencijskom domenu, posto
vremenski oblik funkcije nije poznat. Dobija se izraz:



