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1. Periodi¢ni signali

1.1. Opis osnovnih oblika funkcija i njihov matematicki oblik

Prava:
y(x):a~x+b:a-[x+éj:a'(x+c)
a

a — koeficijent nagiba b . :

¢ = — —koeficijent pomeraja
a < 0 — monotono opda a
a >0 — monotono raste ¢ >0 — prava pomereneulevo

¢ <0 — prava pomereneudesno.
Sinusna i kosinusna funkcija

®, — kruzna ucestanost,
f, — ucestanost,

T, — perioda

y,(x)=sin(@,x — p) = sin[?;—ﬂ X = (pJ =sin(27- f, -x— ),

0

6] =cosonr =) o 2| <cotar - )= sin{ s 7|

0

Eksponencijalna funkcija

X

y(x)z a,+a,-e”

a,,a, >0 — monotono raste

a, >0,a, <0 A a, <0,a, >0— monotono opada

Odredeni i neodredeni integrali osnovnih funkcija

]Z(a-x+b)~dx=%-(x22 —xlz)+b-(x2 -x,),

X

Isin(wox —@)-dx = L cos(w,x — @),
)

Icos(wox —@)-dx = 1. sin(w,x — @),
)

Isin(wox - (o)‘ dx = L [cos(a)ox2 - go) - cos(a)ox1 - q))] ,
X a)O

chos(a)ox —@)-dx = €. [sin(@,x, — ¢)—sin(w,x, — @),
)

X
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, a

J.al ce™ dx=—L.e"
a,

E)

jal e . dx 4 e — e ]
a,

X1

Integral proizvoda osnovnih i eksponencijalnih funkcija

J‘x-sin(a)ox—go)-dx = —L-x-cos(wox—(p)+i-'[cos(w0x—go)- dx =
W, )

__ L x-cos(w,x — @)+ Lz -sin(@,x — @),
, @,
J-x-cos(a)ox—(p)-dx :L-x-sin(a)ox—go)—i-jsin(a)ox—(p)-dx =

@, @,

_ L x -sin(wyx — @)+ LZ -cos(@w,x — @),
, @,

J.x'e”'x~dx:l-x~ea'x—l'J-e‘”~dx=l'x'€a'x_%'ea'x:ea;x'(a'x_l)a
a a a a a
je”‘x~sin(w0-x—¢)~dx= Ze” 5 ‘[a~sin(a)0x—(0)—a)o'COS(G)OX—(D)],
a +,
je”‘x~cos(wo~x—¢)‘dx= 2e” 7 [a- cos(@,x @)+ @, -sin(wyx - )}
a + o,

Oblici kompleksnih brojeva matematicke operacije defnisane nad njima

algebarski oblik: trigonometrijski z=r-[cos(p)+ jsin(p)]
z=a+jb blik: Ojlerov oblik:
z=r-e’’

r=+a’+b*, (o:arctg(bj, a=Relz}, b=1Im{z}

a

Integrali prostoperiodi¢nih signala u punoj periodi

Ty

0
Ty
= 1 = TO - COS 27Z-(m+n)l‘ _L.COS Mf :()’Vm’n
2T, 27 -(m+n) T, . 27 -(m—n) T,
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TO
I L cos[zz n~t]~cos[2ﬁ m'tj'dt=
TO 0 TO TO
T, _
2T, T, T,

0
1 T, (27-(m+n) |
= . - sin -t +
2T, |27-(m+n) T, .

T T O;m#n
T -(m— ’
o “sin| 27 (m n)_t _
27 -(m—n) T, . EQm_”
=0
Ty
I =i'[sin[2” n~t]-sin[27r m-tj-dt=
TOO 0 TO
18 (2 27 (m ~
2‘T0 0 To TO
Ty T :
1 T, (27 -(m+n) T, . | 27 -(m—n) 0, m #n
— . .sin -t — - SIn -1 =41
2T, |27-(m+n) T, . 27-(m—n) T, . E;m=n
=0

1.2. Definicija i metmaticki opis signala.

Signal je funkcija €ija je nezavisna promenljiva vreme. Medutim, iz ove jednostavne definicije
nesledi, da svaka matematicka funkcija moze biti signal. U tome nas ograniava Cinjenica, da
signali moraju imati ili kona¢nu ukupnu snagu ili kona¢nu ukupnu energiju. Signali se mogu
podeliti na vise klasa po visem broju principa. Naj jednostavnija podela deli signale u klase sa
kona¢nom ukupnom snagom i konacnom ukupnom energijom. Iz ove podele sledi da postoje
periodi¢ni i aperiodi¢ni signali. U ovom poglavlju se analiziraju periodi¢ni signali dok u drugom
aperiodicni.

Zadatak 1.2.1. Odrediti osnovnu periodu prikazanog signala kao i odgovarajuc¢i matematicki
opis.
A
- 0 t
I, _ T,+Z _z r T,-Z I
2 2 2 2

Perioda nekog periodi¢nog signala predstavlja vremenski interval nakon koje se oblik signala

ponavlja. Sirina tog vremenskog intervala se obi¢no oznafava oznakom 7. Nepostoji jednoznacna
definicija osnovne periode periodi¢nog signala. Obi¢no se za osnovnu periodu uzima vremenski
. i . T . uq e .. . . .

interval ¢ € [O, T 0] ili t e —7‘],7‘]] ako je to matematiCki opravdanije. Bitno je da vremenski interval

koji se prihvata kao osnovna perioda, obuhvata celu periodu signala.

Visoka Tehnicka Skola Strukovnih Studija, Subotica 7
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Za prikazani signala osnovna perioda

T T
s (1)=<0;, —<t<T,——.
0() 2 0 2

U slucaju da se za osnovnu periodu uzme interval ¢ € —T—;,LZO], tada je matematicki opis signala
jednaka
T
I8 <=
5,() = 2
TO
0; —<J|<=>
2

Ocigledno da je drugi primer opisa signala matematicki zgodniji jer putem funkcije|t| ona opisuje
signala u sazetijem obliku.

Zadatak 1.2.2. Odrediti matematicki opis periodi¢nih signala u proizvoljnoj periodi.
A
T, 0 T, t

Kako je perioda interval nakon kojeg signal ponavlja svoj oblik, na osnovu prikazanog signala lako
je videti da je perioda 7;,. Uzmimo za osnovnu periodu vremenski interval ¢ € [0, T 0]. U navedenom

vremenskom intervalu oblik signala ima oblik prave. Opsti oblik jednacine prave je y =ax+b. U

nasem slucaju nezavisna promenljiva je vreme tj. x—>¢, dok je zavisna promenljiva vrednost
signala koju dobijamo u nekom trenutku ¢ tj. y— > s(¢) . Za odredivanje jednacine prave su potrebne

najmanje dve tacke preko kojih prolazi data prava. U datom primeru to su tatke t=0 1 ¢=T7, u
kojim tackama vrednost signala ili funkcije su s(t = O) =01 s(t =T, ) =1 respektivno. Na taj nacin
dobijamo sistem jednacina sa dve jednacine 1 dve nepoznate

0=a-0+5b,
l=a-T,+b

Iz prve jednacine se dobija da je b =0 dok iz druge da je a = L Pomoc¢u nadenih koeficijenat
0
matematicki opis signala u svojoj osnovnoj periodi ¢e da bude

1
Sn(t)zFO-t; 0<t<T,.

8 Visoka Tehnicka gkolal Strukovﬁl(stl)dija, Subotica
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Kako je signal periodi¢an, to ¢e se njegov oblik nepromenjeno ponoviti 1 u narednoj periodi kao i u
predhodnoj. U narednoj periodi koja obuhvata vremenski interval 7, <¢ <2-T, matematicki opis
dobijamo sli¢énim postupkom kao pre. Vrednost signala na granici datog vremenskog intervala su
s(t=T,)=0i s(t=2-T,)=1. Sistem jednacina ée da bude

O=a-T,+b,
l=a-2-T,+b

Oduzimanjem prve jednacine po redu iz druge, dobijamo da je a = L Uvrstavanjem dobijenog
0

koeficijenta u prvu jednac¢inu po redu dobijamo drugi nepoznati koeficijent

b =—1. Oblik signala u ovoj periodi opisuje matematicki izraz

1
s(t)=—t-1; T, <t<2-T,.
TO
Isti opis mozemo zadati i u slede¢em obliku

Veza izmedu opisa signala u osnovnoj peiodi i u periodi 7, <¢<2-T je data jednac¢inom

St <<, (t) = So<i<r, (t -1 )

Odredimo sada matematicki izraz signala proizvoljne periode koja obuhvata vremenski interval
n-T, <t <(n+1)-T,. Koristec¢i se principom nalazenja nepoznatih koeficijenata prave, dobija

O=n-a-T,+b,
l=(n+1)-a-T,+b

Nakon reSavanja sistema, trazene nepoznate su a = 1 b =—n. Matematicki opis signala u n-toj

1
T,
periodi ¢e biti
t—n-T
S(t):TO; n-T,<t<(n+1)-T, .
0

Za negativne cele brojeve n < 0 dobija se matematicki opis signala u periodama koje predhode, dok
za pozitivne cele brojeve n > 0 periode koje slede osnovnu periodu.

Zadatak 1.2.3. Koji je matematicki opis signala u osnovnoj periodi prikazanog signala
1
7t T t >
ni, _E nTO nTO + E

Visoka Tehni¢ka Skola Strukovnih Studija, Subotica 9
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Odredimo prvo matematicki opis prikazanog signala u datom intervalu. Prate¢i nacin reSavanja
predhodnog zadatka, odredimo prvo matematicki opis signala u intervalu dat izrazom

T T . o y o
nT, ——<t<nT,+—. U datom intervalu oblik signala se moze opisati putem dve prave. Jedna
2 2
o o . T .
prava opisuje oblik signala u vremenskom intervalu n7j _ES t <nT,, dok druga u intervalu

T . .. . e .
nl, <t <nT, +§. Za svaki vremenski interval odredimo matematiCki izraz traZenih prava.

Analogno predhodnim zadacima dobijamo sledece jednacine

u intervalu n7; ~L<ys nTy, uintervalu n7, <t < nTj +£,
2 2
O=a- nTo—£j+b, O=a- nTo+z)+b,
2 2
l=a-nT, +b, l=a-nT, +b.

ReSavanjem pojedinih sistema jednacina dobijaju se slede¢i koeficijenti po intervalima

u intervalu n7, —ZéténTo, u intervalu n7, <t <nT, +£,
2 2
2 2
a=—, a=——,
T T
T T
b=1-2-n--2, b=1+2-n--2.
T T

Na osnovu datih reSenja matematicki opis signala je
T T
0; nT,—-><t<nl,——
T T
N\t—=nTy+—1| nly——<t<nl
2 2

. t_nTO_E); nT, <t <nT, +%

T
0; nTy + = <t<nT,+-2.
2 2

Primenom osobina funkcija |t| sazetiji opis predhodne jednacine je

0; L eli—n1y|< 0
S(t): o)
;-(%—V—nToj; it <Z

U predhodnom zadatku smo videli da se opis signala u nekoj proizvoljnoj periodi lako dobija ako
opis osnovne periode vremenski pomerimo za odgovarajuci broj celih perioda n7, tj. primenimo

smenu t — ¢t —nT;. Sada je dat izraz u nekoj od perioda, 1 traZimo izraz osnovne periode odnosno

vr§imo suprotni prora¢un predhodnog zadatka. Ako je poznata perioda signala, tada se uvek moze
odediti smer 1 veli¢ina vremenskog pomeraja potrebnog za opis signala u osnovnoj periodi.

10 Visoka Tehni¢ka Skola Strukovnih Studija, Subotica
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U datom primeru to je n7,. Smer pomeraja odreduje predznak celog broja n. Ako je n>0
pomeranje treba vrSiti ulevo 1 primeniti smenu ¢t — ¢ +nT,. Ako je n <0 pomeranje treba vrSiti
udesno 1 primeniti smenu ¢ — ¢ —nl,. Na osnovu reCeneih, dobijamo da je signal u osnovnoj
periodi dat izrazom

Zadatak 1.2.4. Za dati matematicki opis signala prikazati oblik signala u duZem
vremenskom intervalu.

s, (t)= |sin(a)otl;t elo,71,]

gl g X
pEES

0E-
04
03
02

A 1 ] i

a T0:2 To 3Toi2 2To aTal2 310 7Toi2 4To 9Tal2

Veza izmedu kruZzne ucestanosti 1 periode signala je jednaka o, = Tﬁ Signal koji je prikazan na
0

slici se generiSe pomocu signala sinusoide kruZzne ucestanosti @, tako, Sto se uzima apsolutna

vrednost sinusnog signala u svakom trenutku. Dobijeni signal predstavlja sinusoidu cije su
poluperiode sa negativnim vrednostima preslikane u opseg pozitivnih vrednosti. Detaljnijem
posmatranjem signala moze se zapaziti, da je perioda ovako dobijenog signala razlicita od periode
TO

sinusoide. Sa slike se vidi da je vreme ponavljanja oblika signala tj. perioda jednaka 7| ) = ER

s,(t)= |cos(a)0t)|;t elo,7,]

08
08—
07
[ul=y o
04

02

I
a Toi2 To 3To2 2To &Tai2 3To 7To/2 4To 9Tai2

Visoka Tehnicka Skola Strukovnih Studija, Subotica 11
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Isti zaklju¢ak se moze izvesti 1 u ovom primeru kao u predhodnom. Za razliku od predhodnog
signala, dobijeni signal kasni u odnosu na predhodni primer za polovinu periode signala
predhodnog primera. To zakasnjenje potice iz vremenskog odnosa sinusnog 1 kosinusnog signala.

v

Dobijeni signal nazivamo bipolarnim pravougaonim signalom, jer signal u odredenim trenutcima
menja svoj polaritet odnosno predznak. Kod ovog tipa signala se ¢esto umesto trenutaka promene
polariteta signala definiSe takozvani faktor ispune signala Sto predstavlja odnos Vremensl<§( t)

. e : . . T, 1
intervala sa pozitivnim polaritetom u odnosu na punu periodu, tj. D = T = 3
0
Signal oblika 1
T,
I, 0<t<—=2
2

0=

T
~1 ?°<t<TO.

predstavlja vremenski pomereni signal predhodnog primera. Sobzirom da periodo¢ni signali traju
od —o do +o0, 1 vrSe beskonacno ponavljanje oblika osnovne periode, tesko da je moguce odrediti
Sta kasni a §ta prednjaci u odnosu na neki referentni trenutak ili periodi¢an signal. Ako se uzme u
obzir osobine tehnickih sistema, da odziv nemoze da se pojavi pre pobude sistema, tada je razumno
govorit uvek o medusobnom kasnjenju pojedinih signala.

A

o |23

12 Visoka Tehni¢ka Skola Strukovnih Studija, Subotica
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Zadatak 1.2.5. Prikazati oblik signala u osnovnoj periodi ako je dat matematicki opis
signala.
0, O<t<T,-t
=471, -t
(1) L T,-7r<t<T,.
T

Uporedujuci date izraze u vitiCastoj zagradi, da se osnovna perioda sastoji od dva intervala. U
vremenskom intervalu 0 <¢ <7 —¢ signal je jednak nuli. U vremenskom intervalu 7, —¢ <t <7
opis signala je dat linearnom jednaCinom, tj. pravom. Za odredivanje polozaja prave u nekom
koordinatnom sistemu dovoljne su dve tacke, koje se nalaze na pravoj. Obi¢no se biraju tacke na
unutrasnjim granicama intervala u kome je prava definisana. U nasem primeru to bi bile tacke u
trenutcima t=7, -7 i t=T7, sa vrednostima s(t=7,~-7)=1 i s(t=T,)=0 respektivno. Na
osnovu rec¢enih dati signal ¢e imati oblik prikazan na slici

st
1
-I, ° 07T,-7 T, r
Ti-t; —%Stﬁ%
s, (¢)= 0
() _i. l‘—ﬂ; Eﬁl‘_?’—o
. " 2) 4 4

Kao 1 pre, i u ovom primeru zapaZzamo, da je signal definisan putem dve prave u vremenskim

intervalima — 70 <<% 70 <t< % . U prvom navedenom intervalu jednacina linearne krive,

opisuje pravu koja prolazi preko koordinatnog poc¢etka i ima nagib od Ti . Kako je nagib pozitivan
0

to prava monotono raste. U drugom intervalu, izraz odreduje pravu sa suprotnim nagibom u odnosu

.. . y T R
na predhodni interval ali ova prava sada sece vremensku osu u trenutku ¢ = 70 Data prava ima isti

nagib kao 1 prva ali suprotnog predznaka, tj. ona je monotono opadajuc¢a i1 pomerena je udesno u
odnosu na prvu pravu za polovinu periode. Graficki prikaz navedenog signala je

A

Visoka Tehnicka Skola Strukovnih Studija, Subotica 13
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T 4 2

t)= 0
SO() i —ﬂ'—0<t<T
T, 4 ) -

Analogno tumacenjem izraza predhodnog zadatka, zapazamo da se ovaj signal sastoji od segmenta.
Svaka od segmenata je definisana putem jedne prave. Obe prave imaju isti nagib ali sa suprotnim
predznakom, §to nas navodi na zaklju¢ak da u prvom segmentu signal opada zatim u narednom
T 0

raste. U odnosu na pravu koja prolazi koordinatnim poc¢etkom, date prave su pomerene za ¢ = ” i

3T ) .. . .
t= TO respektivno. Dati signal ima oblik

A
| T T,
i 2 2 >
-T | t
0 T
1.3. Razvoj periodi¢nih signala u Furierove redove

Svaki periodiCan signal se moze razviti u takozvani Furierov red. Svaki ¢lan ovog reda se naziva
komponenta ili harmonik. Po obliku, pve komponente moZemo podeliti u dve grupe: jednu cini
jednosmerna komponenta koja ima konstantnu vrednost po celom vremeskom intervalu, dok u
drugu grupu spadaju sve prostoperiodicne komponente sinusnog ili kosinusnog oblika, koje
mozemo nazvati 1 naizmeni¢nim komponentama. Razlikujemo tri oblika Furierovog reda. To su

- matemati¢ki oblik

x )
s(t)= a, +zan'cos(n‘0)0't)+zbn-Sin(n-a)0~t).
-
Jednosmerna komponenta n=l1 n=l
parne komponente neparne komponente

gde se pojedini koeficijenti reda racunaju po izrazima

1
- .dt,
a, T, }[s(t) t
2
a, =—-Is(t)'cos(n-a)0 -t)dt,
TO 0
2
b, =—- js(t)- sin(n -, -t)dt .
Iy

Kako sistemi za obradu signala ne raspolazu osbinom razlaganja signala u parne i neparne
komponente, ovaj obliku se jako retko primenuje u praksi. On ima samo matematicki znacaj.

14 Visoka Tehni¢ka Skola Strukovnih Studija, Subotica
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- kompleksni oblik

ZS /na)ot - I —j}’l(()ol . dt

U ovo obliku periodi¢an signal se izrazava sumom kompleksnlh eksponencijalnih komponenata t;.
signala, pomnoZenim odgovaraju¢im kompleksnim koeficijentima. Sobzirom da rezultat datog zbira

mora biti realna funkcija, kompleksni koeficijenti moraju imati osobinu § , = §:, gde zvezdica

oznacava konjugovano-kompleksnu operaciju. Ovaj oblik razvoja se ¢esto primenjuje u analizi
signala, zbog jednostavnijeg proracuna koeficijenata reda.

- fizi¢ki oblik
=F, +ZF cosn a)o-t—(o)=iFn~cos(n~a)0-t—(p)

n=1 n=0

U inZinjerskim primenama ovaj oblik Furierovog reda je dobio najve¢i znacaj. U ovom obliku se
jako lepo vidi, da se signal razlaze u niz prostoperiodi¢nih kosinusnih signala ili komponenata, koje
imaju kruznu ucestanost koja je n-puta ve€a od kruzne ucestanosti signala, sa odgovaraju¢im
ampltudama 1 fazama pojedinih komponenata. Prednost ovog oblika se ogleda u tome, Sto ona
opisuje signal sa aspekta sistema koji vrsi obradu signala. Kako se u toku obrade signala, izuzev
nekih specifi¢nih slucajeva, deluje na amplitudu i fazu pojedinih komponenata, pomoc¢u ovog opisa
brzo se moZze proceniti rezultat obrade nad signalom.
Odredimo veze izmedu pojedinih koeficijenata navedenih oblika redova.

T, 7
S, = 1 _[S(t) et | gy — 1. js(t). [cos(na)ot)—jsin(na)oz)].dt —
T, 5 T, =
1 1 . ,
:F l‘ (t) cos(na)o ) di—j- F I Sin(na)ot)-dz:j’_j.i.

Ako su poznati kompleksni koeficijenti tada se koeficijenti matematickog oblika dobiaju po izrazu

an = 2'Re{§n}’ bn = 2'Im{§n}’ aO :§O

Ojlerov oblik kompleksno koeficijenta je S, = e

n

S

Sobzirom da vazi da je

n

S, =[8_,| e’ =8, =|S,| e, zakljutujemo da vazi S _,| =S,

= _¢n *

Kompleksni red sada mozemo raZViti na slede¢i nacin

o0 o0
— zin jnagt _ jnwo — Z|S | e Jlnagt- (p]
n=—o0

Zapazimo da za n < 0 i navedenih osobma kompleksnog koeficijenta vazi

Jlneoy-0,] _

§n .e_.i[nwﬂt_(/)n]; Vn<0.

Tada gornju sumu mozemo naplsati 1u obliku

o/lnov=0.] Jlneoy-p,]

S(t): < S _ejna)ot —

n=—0o0 n=1

Vn>0 Vn<0
=S, + i|§n E [ej[”“’“”q’"] + e’j["“’“”q’"]] =S, + 2§:|§n| -cos(na,t -, ).
n=1 n=1

Visoka Tehnicka Skola Strukovnih Studija, Subotica 15
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Uporedujuci dobijeni izraz sa oblikom fizi¢kog reda, nalazimo sledece veze

F,=S,€R, F, =

2 2
F = \/(%j +[b7”j =.Ja, +b., (onz—arctg[b—”j.
a?‘l

n

Zadatak 1.3.1. Za dati signal odrediti koeficijente sva tri oblika Furierovog reda

I |t|<%
$,(1) =
0 T
0; Z<|t|<—0
Odredimo prvo kompleksne koeficijente.
1 T, 1 P —j”ff)oi_ j’W’oE
S, =[5, () e dt=— [l dt=—F "
Ty 5 I, ~ 0 —Jnaw,
2

—2—7[T0 =27 i e/’ —e 7 =2jsin(p), dobijamo

Kako je o, - T, =
2jsin| new, = | sinl nw, £ sin| nz
T ') = LG

= 2jonr onm T, i
TO

0

Koeficijenti fizickog oblika reda su

i; n=0
TO
. T
Fn = §n = sm[szJ

y I B S i V|

T0 T

nmw—

TO

{— 7;ako je predznak sinusa negativan
0;

@, = sign| sin nr— ||z = i _ »
T, ako je predznak sinusa pozitivan

Kako kompleksni koeficijenti nemaju imeginarni deo to vazi b, = 0;Vn, dok je
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Zadatak 1.3.2. Odrediti koeficijente Furierovog reda prikazanog signala.
A

. . . T T, . .
Uzmimo sada za osnovnu periodu interval —70 <t< 70 U datom vremenskom intervalu opis
signala je

-1 —£<t<0
5,(1)= 2

T
+1; O0<t<—2.
2

Koristimo se uobicajenim postupkom nalazenja Furierovih koeficijenata. Odredimo prvo
kompleksne koeficijente.

§n = s, (t) —jnayt .dt = (_ 1) —jnayt dt + (+ 1) —jnogt dr .

S~
© ey 3

1 1.
T, T,

N——o
O'—.I\J ‘cﬂ

|
I
-

Cy . T T . ..
Kako vazi da je @, ?O = ?70 = 7, daje se dobija

__Ll=e 1 oemo1_2-(e"+e)  2-2co0s(nm)
- T, —jnw, T, - jno, 2j-nrx 2j-nrx
nrw nrx 2
. : S . : .1 -
U toku izvodenja, primenili smo Ojlerov prikaz broja —=-j=e "2 , 1 adicionu formulu

J
sin’(p) = % -(1-cos(2¢)).

Iz dobijenog izraza vidimo, da sadrZi samo imaginarni deo iz ¢ega sledi da je a, = 0;Vn, dok je

b, :2Im{§n}:i sin [nzj Vn.
nrw

Za koeficijente fizickog reda dobijamo sledecée izraze
4
=—- smz(nzj; Vn,
nrx 2
V4
=——; Vn.
?, 5

Visoka Tehnicka Skola Strukovnih Studija, Subotica 17
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Obratimo paznju na to, da fizicki red, zbog faznog pomeraja, sadrzi iskljuCivo sinusne
prostoperiodiéne komponente. Sta vise, prisutne su samo komponente sa neparnim indeksom, dok
se parne anuliraju. Posmatranjem oblika signala i dobijenih rezulatat mozemo da zaklju¢imo, da
Furierov red signala koji raspolazu osobinom parno$¢u u odnosu na vremensku osu sadrze samo
parne komponente, dok signali sa neparnom osobinom sadrze samo neparne komponente. Kod
signala sa neparnom osobinom jednosmerna komponente je uvek jednaka nuli.

Zadatak 1.3.3. Odrediti Furierov koeficijent proizvoljne komponente signala.
A
>
~T, 0 T, t

Matematicki opis prikazanog signala je

Odredimo amplitudu i fazu komponente sa rednim brojem n =12.

e /12 gy — 1 T(L]_e—juwﬁt dt = z:ffl) —JIZWoS(I)
0

TOO 0

T —j24r —/247[_ . ﬁ
{ € )1} S —0.0416-¢'2.

ol—’;l

__T

j12a)0 ]lZ&)O 247w

Na osnovu rezultata imamo F, =0.0416, ¢, :%. Trazena komponenta je signal

sinusoidalnog oblika.

Zadatak 1.3.4. Odrediti Furierov red datog signala.

Obratimo paznju na to, da je signal definisan van vremenskog intervala osnovne periode.

27, 2T, T 2T,
- .[ —jna)nt dt - J. —jna)ot dt _ J- t_ —jn(uot . dt —
O T, 0 T, TO 0 Ty
2T 2T;
] ? 1 T 1-1 1-1
- J‘ —/na)ot dt - I — jnayt df — 2 . . 0 + 5 —— —
T} " Ty | —jnw, (jne,) | jno,T,
11 _efg

—j2nr  2nrx

Za komponentu sa rednim brojem »n =12 dobijamo rezultat predhodnoh primera, Sto pokazuje, da
proracun koeficijenata ne zavisi od izabranog intervala u kome se opisuje signal sve dotle dok taj
vremenski interval obuhvata jednu celu periodu.

18 Visoka Tehni¢ka Skola Strukovnih Studija, Subotica



jminich@het.vts.su.ac.yu

Diskretna Obrada Signala

Zadatak 1.3.5. Odrediti Furierov red prikazanog signala.

Signal u datom vremenskom intervalu opisuje izraz
T T
—< |t —nT, 0| <=2
2 2

0;
T oy

2
Izveli smo vezu izmedu opisa u osnovnoj periodi i datog intervala,

t—nTO| S%.

T,
2

j; f<Z.
2

U predhodnom primeru smo videli, da je rezultat proracuna koeficijenata nezavisan od izbora

vremenskog intervala u kome se opisuje signal sve dok taj interval obuhvata celu periodu. Izvedimo
dokaz ove tvrdnje u opStem slucaju.

Z<lq<
2

0;
So(t)zs(t+nT0)= 2 (7
25

T

nTy+-2 T=t—nT fo
Lok S O .
S =—- |s(t)-e -dt|t=1+nT, =—- s(z‘+nT)-e_J"‘”°(”"T°)-dz'=
=n T 0 T 0
O an- dt=dc " -2
2 2
3 3
—jnwgn 1 I —jnwyt 1 I —jnwyt
=g 1l —. J.so(r)‘e et dr = —- jsO(r)-e et dr.
MO I, 7
- 0 0

2 2

Kao §to vidimo, bilo koju punu periodu mi izabrali za opis signala, kod proracuna koeficijenata
Furierovog reda uvek se vra¢amo na osnovnu periodu.

Izratunajmo kompleksne koeficijente datog signala.

T

2 0 2
S, = L an (t)-e"" - dt L jg[£+tje_""”’“’ -dr+LI%(£—tje_j"“’°T -dt
T, 7 T, ', t\2 Ty 7t\2

T

2 2
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Primenimo parcijalno integriranje.

T T T
Jjnoy— Jjnoy— Jjnoy—
1 1-¢ 2 1 ¢ 2 2 1—-e 2

T, —jnw, T,—jno, T, (- jnaw,)

—n

nao, L jna, L Jnao T
—Jnwy —Jnay —Jnwy
2-1 1 e 2 2 e 2 -1

1
—° . . + ] 2"
T, - jnw, T, —jno, T, (—jna)o)

Nakon sredivanja i skra¢ivanja jednacine, dobijamo

T T
inay —jnay= 2—2cos| nw, — 1—cos| nx
S = 2 ej 2+ej -2 2 ( 02)_ 4 ( To]

nr (e} Tt e} T (i)

2

. 2 T . T

S | 1T —— S| Nt ——
o) (el
2%( TT 20 T |

nw——
o7, 27,

Signal je parna funkcija vremena, pa su i kompleksni koeficijenti Cisto realni. Zbog osobine
parnosti, koeficijenti b, se anuliraju. Fizicki oblik Furierovog reda sadrzi prostoperiodi¢ne

komponente kosinusnog oblika jer je ¢, =0;Vn.

Zadatak 1.3.6. Odrediti Furierov red datog signala.

s(t) =1+ 3sin(w,t)— 6cos’(2- w,t)+10sin’ (3 - w,t).

Pre nego $to primenimo izraz za prora¢un kompleksnih koeficijenata Furierovog reda, iskoristimo
adicione i trigonometrijske formule za pojednostavljanje izraza signala.

s(t) =1+ 3sin(wyt) - 3(1+ cos(4 - w,t))+ 5sin(3- w,¢)- (1 - cos(6 - w,t)) =
= 2+ 3sin(w,t)—3cos(4- @,t)+ 5sin(3- @,t) - 5sin(3 - w,t)- cos(6 - w,t) =

= -2+ 3sin(w,t)—3cos(4- w,t)+ 5sin(3 - w,t) - %(sin(9 -w,t)—sin(3- o,t)) =
= -2+ 3sin(w,t)+ 1?Ssin(3 -wyt)—3cos(4- wyt)- %sin(9 - @,t).
Pretvorimo sinusne ¢lanove u kosinusni oblik.
. 15 . 5 .
s(t) = =2 + 3sin(w,) + 7sm(3 -yt)—3cos(4- w,t)- Esm(9 cwyt)=

=-2+3cos a)ot—E +1—5cos 3-a)0t—£ +3cos(4-a)0t—7z)+§cos 9-a)0t—3—7r .
2) 2 2 2 2

20 Visoka Tehni¢ka Skola Strukovnih Studija, Subotica



jminich@het.vts.su.ac.yu

Diskretna Obrada Signala

Ako bolje pogledamo, dobili smo fizicki oblik Furierovog reda. Sobzirom da iz ovog oblika
neposredno mozemo ocitati vrednosti trazenih koeficijenata, daljnji proracuni nisu ni potrebni.
Signal ima jedosmernu i 4 naizmeni¢nih komponenata. Znac¢i ukupno ih ima pet. Redni brojevi
postoje¢ih komponenta su n =0,1,3,4,9. Ostale komponente se anuliraju. Kruzne ucestanostih tih

komponenata su 0,1o,,30,,4®,,90, . Koeficijenti tagog reda su

15 5
F=-2,  F=3 F=2. F=3  R=,
/4 V4 RY/4
Q= _57 O, = _Ea O, =-7, Oy = _7-
Zadatak 1.3.7. Dat je matematicki oblik Furierovih koeficijenata nekog signala. Prikazati
oblik signala u osnovnoj periodi u trajanju od 7, =1.
Slucaj 1.3.7.1.
n F, D,
I 0 0.5 0
—; n=0
2 1 0.6366 0
F, = sin[an 2 0 0
2. n>0 3 -0.2122 0
nr 4 0 0
5 0.1273 0
@, =0;Vn
Slucaj 1.3.7.2.
n F. D,
0 n=0 0 0 0
F = sinz(n”j 1 12732 | 1.5708
4 2) 00 2 0 1.5708
nz 3 0.4244 1.5708
0 =2:Vn 4 0 1.5708
2 5 0.2546 | 1.5708

Visoka Tehnicka Skola Strukovnih Studija, Subotica
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0; n=0
3)
F = sin“| n—
n 2
8- —n>0
(n7)
@, =0;Vn

0.5

0.6

0.4

0.z

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

n F, (O
0 0 0
1 0.8106 0
2 0 0
3 0.0901 0
4 0 0
5 0.0324 0

Slugaj 1.3.7.4.

0.5, n=0
F, = L;n>0
nrw
0, n=0
Pn = Z;n>0
2
22

n F, D,

0 0.5 0

1 0.3183 1.5708
2 0.1592 1.5708
3 0.1061 1.5708
4 0.0796 1.5708
5 0.0637 1.5708
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12F - SRRRRRRE EEEREE . ........ SELLELEEL S gonaaano: ......... :

1 I SR SR SN SN SN SR S N S

Slucaj 1.3.7.5.
Izaberimo koeficijente reda na slu¢ajan nacin

F, D,
0.5 0
0.4608 -0.2463
0.4453 0.663

0.0877 -0.8542
0.4435 -1.2013

0.3663 -0.1199

VAW~ OB

Obliksignala je sada

2

1.5

o5kl

-0.5
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Slucaj 1.3.7.6.
Ponovimo izbor sa drugim slu¢ajnim vrednostima

n F, D,

0 -5 0

1 10 -0.6014
2 3 0.5512
3 9 -1.0998
4 2 0.086
5 1 -2.0096

Za ove koeficijente dobijamo oblik

20
14

10

-10

-15

=20

-25

e i i i i ; |
0

1.4. Spektar periodi¢nih signala. Amplitudski i fazni spektar signala

Skup uredenih trojki oblika (na)o, ,(pn) nazivamo spektar signala. U nekim literaturama se

S}'l
ona jo$ naziva i matematickim spektrom signala. Promenljiva 7 celih brojeva obuhvata vrednosti
indeksa od —o do +oo. Drugi oblika definicije spektra je fizicki spektar signala tj. (na)O,F P, )

n

U ovom slucaju promenljiva n wuzima vrednosti iz skupa celih brojeva [O,+oo). Umesto
matematiCke definicije spektra, mnogo je jednostavnije graficki prikazati spektar signala. Graficki
prikaz obuhvata grafik amplitudskog 1 faznog spektra, oba u zavisnosti od preomenljive 7.
Amplitudski spektar je uvek nenegativna parna funkcija od »n, dok je fazni spektar neparna funkcija
od n. Graficki prikaz spektra signala predstavlja prikaz njenih Furierovih koeficijenata. Sobzirom
da je periodican signal sastavljen od prostoperiodi¢nih signala sa kruznim ucestanostima jednakim
celobrojnom umnosku osnovne kruzne ucestanoti, spektar periodi¢nih signala mora biti diskretan
odnosno linijski. U njoj se pojavljuju samo odgovarajuce ucestanosti.
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Zadatak 1.4.1. Prikazati matematic¢ki amplitudski i fazni spektar datog periodi¢nog signala.

= |cos(a)st)|; Vit

Odredimo najpre koeficijente Furierovog reda. Zapazimo da je perioda signala 7, =— 1 da

. y Ce T,
osnovnu periodu mozemo definisati u intervalu — " <t<

Ty

=n

S, = y ( ) —ineot | gy — 1 % —j(2n-1)w,t d 1 % —j(2n+)ayt dt =
——J-Cosa)xt.e . l‘—zj‘e : t+FSJ'e -dt =

0 T, T, T
2 T4 4
) 1 (2n-1) _ej(Zn 1) X | e j(2n+1) e (2n+1) )
T —](2n 1) T, —j(2n+1)

- 2] (2n 1) 2j (Zn + 1)7[ (2n - 1)7[ (2n + 1)
n [Sa @, n Syl @,

0 0.6366 0 +8 0.0025 -(£3.1416)
+1 0.2122 0 +9 0.002 0
+2 0.0424 | -(£3.1416) +10 0.0016 -(£3.1416)
+3 0.0182 0 +11 0.0013 0
+4 0.0101 | -(£3.1416) +12 0.0011 -(£3.1416)
+5 0.0064 0 +13 0.0009 0
+6 0.0045 | -(£3.1416) +14 0.0008 -(£3.1416)
+7 0.0033 0 +15 0.0007 0

amplltudsk| spektar

02t ‘ 5 | | ‘
I I I 1 |

faznlspektar
1 | | | | | |
£0

n

=
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Zadatak 1.4.2. Prikazati fizicki amplitudski 1 fazni spektar signala prikazanog na slici.
A
_ ‘470 >
T, | T,
=y T (A

30 Ty 3%
1 ¢ 4 1 ¢ 4 A 1 ¢ 4(T :
S, = js(t)~e""”0’ dt =— J' —t-e " dt+— J' —(—O—t)e_”"”"t -dt =
T, 1, Iy 7, T, Ty 1, Ty\ 2
4 4 4
T T . . . 3w .7
41T, e 2ter e 2-¢2 1, e 2 -e 2
= —| — + —
)| 4 - jno, (— jna)o)2 2 —jno,
.3z T X T 09 n= 0
et ] | s
-0 ' + ‘ — | = sin nE =
vy el |l V2)
(n7)
Koeficijenti fizickog oblika Furierovog reda su
0; n=0
F sin n”j o on=0
"= 2 221200
8 —————;n>0. 2
(n7)
n Fn (Dn n Fn (Dn
0 0 0 8 0 0
1 0.8106 1.5708 9 0.01 1.5708
2 0 0 10 0 0
3 0.0901 -1.5708 11 0.0067 -1.5708
4 0 0 12 0 0
5 0.0324 1.5708 13 0.0048 1.5708
6 0 0 14 0 0
7 0.0165 -1.5708 15 0.0036 -1.5708
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amplitudski spektar
-

0B
=
w
04

02

fin
o =
T
[
|
]
[

Zadatak 1.4.3. Odrediti one komponente periodi¢nog signala ¢ije su amplitude jednake nuli.
—TO—T0+;—_£ -% 0 % T, TO—;— T, t
2 2

Kompleksne koeficijente Furierivig reda prikazanog signala smo ranije odredili.

2
) T
Sln[nﬂsz
- oy

; Vn.

2 \
sin(n;r] S(t,
F, = ¢ 0 cn2> 1
T
0 nmr—-—
27,
9, =0n=0

S o C . : T
Prikazimo nekoliko signala i njihovih spektara zavisno od vrednosti odnosa — .
0

Za odnos TL:I koeficijenti se anuliraju kada je funkcija sinusa jednaka nuli tj. kada joj je
0

argument n% = k. 1z ovog uslova se dobija, da koeficijenti sa rednim brojem

n =2k (sviparni) se anuliraju.
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Amp. signala
=
=

0.2

Oblik signala
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a0 05

1

Amp. signala

25
normalizovano t

Oblik signala

4

fazni spektar

45 5

Amp. signala

|
25
narmalizovano t

Oblik signala

05

28

amplitudski spektar

25
normalizovano t
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Za odnos — =0.25 redni brojevi reda su n = 8k;

0

Oblik signala

Amp. signala
oo o oo =
DR Db o~ b
T T 1

o

Diskretna Obrada Signala
k=123,...

i I I i 1
05 1 15 2 25

narmalizovano 1

02
a

amplitudski spektar

fin

5 15 20 25 30 E
n

fazni spektar

0zt : g
0s
015 b i ;
£ 0
0.1 : ; :
: 05
0.05 | :
& 1 I i n
o 10

Za odnos L 0.05 iz reda ispada svaka Cetrdeseta komponente tj. n = 40k; k =1,2,3,...

Oblik signala

narmalizovano 1

amplitudski spektar

Zadatak 1.4.4. Dat je slede¢i,

oblik dobijenog signala.

fazni spektar

proizvoljno odabran, niz opadaju¢ih brojeva
R={0.9855,0.8194,0.6211,0.5602,0.0500, 0.0174}. Pridruzimo svaki element datog niza

odgovaraju¢im keoficijentima Furierovog reda F ; n=0,1,2,3,4,5. Prikazati fizicki spektar 1

Oblik signala

Amp. signala

amplitudski spektar

1
1) os 1 15 2 25 3 E315) 4 45 &
narmalizovano t

. fazni spektar
05
£ 0
A i i
0 1 2 3 4 5
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Zadatak 1.4.5. Dat je slede¢i niz kompleksnih brojeva

C= {0, 0.8822-;0.5080,0.1823-70.1319,0.7553 - 0.2801}. Navesti sve permutacije datog
brojnog niza, dodeliti ih kompleksnim koeficijentima rednih brojeva »n =0,1,2,3 1 prikazati
dobijene spektre i signale.

Za osnovnu niz dobija se sledeci signal

Oblik signala

2
1
= 05
O

E
£ s
-1

15 \ :
2 I 1 1 i 1 1 1 1 i |

amplitudski spektar fazni spektar

LI OOt U DD PPPRRPRTPON D e et e
12 0.6

1 05

08 S — e b R

£ =

06 ; 03

b e ki R

0.2 l 0.1

0 0

1 2 3 ] 1 2 3

C ={0,0.8822-j0.50800.7553 - j0.2801,0.1823- j0.1319,}.

Oblik signala

amplitudski spektar fazni spektar

14 0

12 H < 0.1 H

1 2 0.2 :

o8t g 03

£ : -

0.6 : 0.4 H

0.4 0.5 H

0.2 8 . 0.6 ~ : %
i L i i L
& 1 2 3 1 2 3

n n

1]

C={0, 0.1823-j0.1319,0.8822 - j0.5080, 0.7553 - j0.2801}.

Oblik signala

nnnnn lizovano t
amplitudski spektar fazni spektar
1.4 : . 0
1.2 : g 0.1 2
1 : 02 :
08+ _ 03
£ : £
[1Y=1 NUSOUSIIRUUUIPTOIUIROI UOPUIPRRRTOTS  IUSURPDOROI  ROT 7] EOST TRRPIN e
04 : 05
02 B l -06 B
0 i a7 H i i i
L} 1 2 3 a 1 2 3
n n
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C= {0,0.1823 -70.1319,0.7553-30.2801, 0.8822 - | 0.5080,}

Amp. signala

Oblik signala

25 3 35
normalizovana t

fin

C ={0,0.7553-j0.2801,0.8822 - j0.5080, 0.1823- j 0.1319}.

Amp. signala

Oblik signala

25 3 358
normalizovana t

fin

fazni spektar

C= {0, 0.7553-30.2801,0.1823-;0.1319,0.8822 - j 0.5080}.

Oblik signala

3

- n

Amp. signala

o

amplitudski spektar

1
25 3 358
normalizovana t

fin

fazni spektar
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Zadatak 1.4.6. Odrediti 1 nacrtati fizicki spektar datog signala. Preurediti proizvoljno fazni
spektar signala i prikazati tako dobijeni signal.

s(t) =-2+3 cos(a)ot - %] + 1?Scos(%)ot — %) +3 cos(4a)0t — 7[) + %cos(%oot - 377[)

Oblik signala

Amp. signala

amplitudski spektar fazni spektar

8 . 1} : .
7 z S 5 E
: F i : g
B H B 5 H
st < E : : H 2 H g . :
oA h==oh g : : : H
3 i : - 3 : ‘ i
2 : | : . E
.
u]

o 1 2 3 4 5 6 7 8 3 b uf 1 d 3 4 5 1 7 & 38

fin

Proizvoljnim preuredivanjem faznog spektra, dobija se signal prikazan na slici.

Oblik signala

Amp. signala

amplitudski spektar fazni spektar

7] SRS S — - S TS RENT TSR M - 2
: " : H :
o) T I P :
3 ‘ - ; : 3 : - :
I y G I N R N B
01 2 3 4 5 & 7 @
n

fin

Zadatak 1.4.7. Kruznu ucestanost komponenata signala prethodnog primera povecati dva
puta. Prikazati spektar i oblik ovako dobijenog signala. Koja je perioda novog signala?
Nakon naveden transformacije ucestanosti, dobija se sledeci opis signala

1
S(t) =-2+3 cos(2a)ot - %j + ?Scos[&oot - %j +3 cos(8a)0t - 7[) + %cos(l 8wt — 37”)

Koeficijenti Furierovog reda su

15 5
FOZ—Z, F2:3, FGZ?, F;g:3, Eg:E,
V4 V4 RY/4
=Ty =Ty AETR e=T
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Oblik signala i njegov fizicki spektar je prikazan na slici.

Oblik signala
15
10
= 5 H
£, S TRIBVARRISY. Lp
-10 B
15 i i I i I i i i i |
0s 1 148 2 25 3 35 4 45 5
armalizovano t
. amplitudski spektar 0 fazni spektar )
. ; i i
' . ; _ N N RO B O RS MO B
5 : : : 2
£ : : : £
i RS E
O 0 5 1in i g 5 0 5 0 G g
Zadatak 1.4.8. Na slici je prikazan periodi¢na povorka jedini¢nog pravougaonog signala.

Odaberimo amplitudu pravougaonog signala tako, da za bilo koju promenu S§irine pravougaonika,
povrSina pravougaonika uvek bude jednaka jedinici. Smanjujuéi Sirinu pravougaonika (faktor
ispune signala) prikazati promenu spektra i oblika signala na nekoliko primera. Cemu teZi oblik
signala i njegov spektar za slucaj 7 — 07?

\/

0
P A
2 2

Signal pod navedenim uslovima moze da se opiSe izrazom

_TO

NN
[=}
NN

Kompleksni keficijenti Furierovog reda ¢e biti

T, r . T . T
i 7" . 51 1sm nﬁ? . sin n7z7
S, = j s(t)- e ™™ dt = — j—-e-«f"wﬂ'dtz— 0= 0z,
TO Ty TO T

|

T nr B T, L TJ
) nmw—
TO

. . . T .
Oznacimo faktor ispune signala sa oznakom D = —. Tada dobijamo
0

; n=0

1
S, =——F+—=+, F, = Ty ; @, = sign{sin(nz - D)},
=T, (nﬂD) " £|s1n(n7z'DX.n>0 "

T, (nﬂ-D) T

1 sin(nz - D)
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Za pojedine vrednosti faktora ispune dobijamo sledece spektre i oblike signala.

D =0.75

Oblik signala
d b

Amp. signala

05 i i I i I i i i i |
o 05 1 15 2 25 3 35 3 25 5
normalizovans t

amplitudski spektar fazni spektar

I

35 40 45 50 uf 5 15
n
Oblik signala
=
e
o
5
£
=L
e i i I i i i i I i \
a 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
normalizovano 1
amplitudski spektar fazni spektar
14 . : i . .
EiF:] SIEEE SEEPI VSIS SROON RPN I N1 S PO IO N s 5
b g ] : 5 i :
A5- : : : :
=4 H H
2+ : i : : :
250 : ; : [
3 : 5 R : g i
SYS [ N W N B N N N
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 &0
n n
Oblik signala
B :
= :
= :
2
s :
@ :
1 :
£
<L
4 i i I i 1 i i 1 i ]
1] 05 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
normalizovano t
amplitudski spektar fazni spektar
D e e PR 0
; : : : a5t S
i : : o At : !
: : : : st ;
£ 1 & 5 : = :
: : : ok : :
o b 25¢ : :
|| : : S
0 | Ill ||| Lu e ale ol ond wuwinne ire i a5l H i R i R H i R i
o 5 10 15 20 25 30 3 40 45 &0 0 65 10 15 20 25 301 3 40 45 60
n n
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D=0.1

Oblik signala

Armp. signala

Diskretna Obrada Signala

1
0 05 1 15 2 25 3 35
normalizovana t

amplitudski spektar

Fn
fin

[
m

fazni spektar

b il

0 thl””“hI||||I|..||II||...||||..
a 5] 10 15 20 25 30 3 40 45 a0
n

n

D =0.01

Oblik signala

Amp. signala

a5

]

5 50

0 i i | I 1 | i
1} 05 1 15 2 25 3 35
narmalizovano t

amplitudski spektar
: 1

5

Fn

fazni spektar

of

D =0.001

as WS HEE L H1H 05
; S N

25 30 35 40 45 50

0

Oblik signala
120 : : .
100 i
a0 ; :
s 6 : :
=3 2 :
& 40 f :
g g ‘
Ly : : i
o :
20 5
40 i i I i 1 i i i ]
1] 05 1 1.5 2 25 3 35 45 5
normalizovano t
amplitudski spektar fazni spektar
15 05
£ 1 £ 0
0 i L i i H i H i i i i H
o 5 W 15 220 2 30 3 40 45 &0 D 5§ 10 15 20 25 30 35 40 46 &)
n n
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Zadatak 1.4.9. Odrediti izraz za koeficijent Furierovog reda signala koji je pomeren po
vremenskoj osi za 7 .

Pomereni signala s(¢) po vremenskoj osi za pomeraj 7 ¢e biti s_(t)=s(t—7) .
Koeficijente Furierovog reda dobijamo kao

T T, A=t-7 Ty-r
S, = L J.ST (t)-e_j"‘”‘)tdt = RS J.S(t - z’)~ e " dit=A+1 = L J.S(/i)- e Mgy
- TO 0 TO 0 dtZdﬂ, TO -7

Zapazimo da granice dobijenog integrala obuhvataju jednu celu periodu. Koriste¢i se ¢injenicom, da
koeficijenti reda nezavis od odabranog intervala opisa signala, dobijamo

To-1 7,
S, =2 [s(0)- ez = e [o(2)-e dd= e,
0 -7 00

Primenimo Ojlerov oblik kompleksnih brojeva na dobijenoj jednacini.

S =S Jjo, —jnayt . ej((ﬂf —nayr)
. .
I

—n

Lol = gmInent ,§n — el e — gn

S

T

—n n

Kao $to se vidi,vremensko pomeranje signala isklju¢ivo uti¢e na fazni spektar, dok amplitudski
spektar ostaje nepromenjen tj. vazi

=S

~n

SZ'

—n

s P =P, T INOT .

Zadatak 1.4.10. Odrediti koeficijente Furierovog reda signala koji je pomeren duz navise ili
nanize duz amplitudkse ose.

Pomeranje signala s(t) duz amplitudske ose mozemo da izvedemo dodavanjem konstatne veliCine
signalu tj. s'(t):F +s(t) gde F predstavlja tu konstantnu veli¢inu. Spektar ovako dobijenog
signala ¢e biti

1% 1 Fh 1%
S =— s'(t e Mg = — [F +s(t)|- e dt =— | e "™ dt +— | s(t)- e " dbt.
oo emareneasElea o

Drugi ¢lan daje koeficijente Furierovog reda signala s(t).

T, 7 — .
Fi . e —e . sinlnz
S, =—[e"™di+S, =F-e" —— +§n:F-e’"”—( )+§n.
Ty % 2j-nw nw

Kako je prvi ¢lan ovog zbira razli¢ito od nule samo za vrednost n =0, za trazeni spektar se dobija
izraz

N nz0

{F+S0 =F+F,; n=0
S = -
Kao $to se vidi, pomeranje signala po amplitudskoj osi, ili dodavanje konstantne vrednosti signalu
menja samo jenosmernu komponentu u spektru signala.
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1.5. Spektar snage i spektralna Sirina signala

Spektar snage signala pokazuje raspodelu raspolozive ukupne srednje snage signala po
svojim komponentama. Ona predstavlja kvadrat amplitudskog spektra t;.

Fl; n=0
P =
" anz;n>0.
2

Na osnovu spektra snage signala se moze odrediti ona Sirina spektra signala, koja definiSe Sirinu
opsega udestanosti onog dela spektra u kome se nalaze znacajne komponente signala. Sta su
znaajne komponente signala zavisi od sluc¢aja do slucaja kao i od oblika spektra snage signala.
Kriteriumi po kome se odreduje Sirina spektra, mogu biti:
e opseg u kome se nalazi 90% ukupne srednje snage signala,
e apsolutna Sirina — opseg izvan koje je spektar snage jednak nuli,
e Sirina opsega u okolini maksimalne vrednosti spektra snage, sa grani¢nim tackama u kojima
je spektar snage prvi put jednak nuli (first lobe),
e Sirina opsega u okolini maksimalne vrednosti spektra snage, sa grani¢nim tackama u kojima
spektar snage opadne na polovinu svoje maksimalne vrednosti,
e Sirina opsega ekvivalentnog pravougaonik sa visinim jednakom maksimalne vrednosti
spektra snage i povr§inom jednakom ukupnoj srednjoj snazi signala
e Sirina opsega izvan kojeg vrednost spektra snage ne nadmasuje unapred definisanu vrednost
ili nivo.
Naravno osim navedenih kriteriuma moze da se definiSu kriteriumi i po nekim drugim principima.

Zadatak 1.5.1. Izvesti Parsevalov zakon.
TO

Sredenja snaga periodi¢nog signala se racuna po izrazu P = — J.Sz (t) dt .
00

Kako se svaki periodican signal moze razviti u Furierov red oblika
ZF cos n-m, -t—gon),

Uvrstavanjem ovog izraza u formulu ukupne srednje snage, dobijamo

LT o 2
P= L {z F. cos(nayt— o, )} dt =
TO 0

n=0

ol o o
- _I Z ZFnFm cos(nwyt — @, Jcos(ma,t — @, )}d; -
TO 0 Ln=0 m=0

TO o0 o0 o0
= TLJ. Z‘Fn2 cos’(nwyt -, )+ ZZFnFm cos(nw,t — @, )cos(maw,t -, ) |dt =
0

0| n=0 n=0 m=0
m#n

0 1 Ty
EOF

(neyt - dt+ZZF jcos(na)ot—(pn )eos(mayt —¢,,)- dt.

n=0 m=0 00

m#n

o!—.“]

Iee=0
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Po adicionim formulama imamo cos?(¢)= %(l +cos(2-¢)). Na osnovu toga gornji izraz ¢e da bude

w Ty © Ty
P=>F} Ljc:osz(}fICz)()t ~@,)-dt=F +Y F} LJ.[1+ cos(2-nwyt —2-¢,)|- dt.
n=0 To 0 n=1 2TO 0

Integral drugog clana podintegralne funkcije je jednaka nuli, jer je integral trigonometrijske
funkcije u punoj periodi, nezavisno od faze funkcije, uvek jednaka nuli. Tada se dobija

1 TU 1 o0
PzFO'([sz(t)-dt = F} +52Fj.

n=1
Kako vidimo, za izraCunavanje ukupne srednje snaga periodi¢nog signala moZemo primeniti dva
obrasca. U jednom figuriSe vremenski oblik signala preko podintegralne funkcije sz(t). Kako s(t)

definiSe signal u vremensko domenu to se za ovaj izraz kaze da odreduje ukupnu srednju snagu u
vremenskom domenu. U drugom se racuna sa koeficijentima Furierovog reda. Na osnovu
koeficijenti Furierovog reda uvek se moze definisati signal u spektralnom domenu putem
amplitudskog 1 faznog spektra. Za izraz, u kome se za proracun ukupne srednje snage primenjuju
koeficijenti Furierovog reda, se kaze da odreduju ukupnu srednju snagu u spektralnom domenu.
Parsevalova teorema kaze, da ukupne srednje snage periodi¢nog signala racunate u vremenskom i
spektralnom domenu uvek moraju da budu jednake ili formalno

1 Ty 1 &
Fov([sz(t)dt = E)Z +E;Fn2.

vremenski domen spektralni domen
Zadatak 1.5.2. Prikazati spektar snage datog signala. Odrediti Sirinu spektra datog signala.
T
-1, ——2<t<0
s=1 2
+1; O0<t<—2.
2

Spektar snage odreduje kvadrat amplitudskog spektra signala tj.

Fl; n=0
P =
" anz ;n>0.
2
Konkretno za na$ primer dobijamo
0; n=>0
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Matematicki 1 fizicki spektar snage je prikazan na slici

Matematicki spektar snage Fizicki spektar snage

0mzr 0.025

0ot : :
| R L = T WU SRS SRR SR S

O0EE e b b

005 -

DODB Lo vieen FESITORRR I

|5nf?
0.5Fn?

001 i

0004 bbb

: e 0.005 -
[1){117)| SessaashapaasagaraaceaSaRaacaa:

Za ukupnu srednju snagu signala dobijamo

T

17 0 1 ¢ 13
— [s%()-dt=— [(=)?dt+— [(+)?dr =1.
gy |0 ai=g Jeae ]

2

Ocigledno apsolutnu Sirinu spektra signala nije moguce definisati sobzirom da spektar nije
ogranicen na neku konac¢nu oblast ucestanosti.

Iz spektra snage signala vidimo da komponenta sa rednim brojem » =1 ima najve¢u snagu
P =0.8106. Polovina ove snage je jednaka 0.4053. Prva komponenta po redu koja sa manjom

snagom od polovine najvece ima redni broj » =3. Odavde se zakljuCuje da po ovom kriterijumu
Srina spektra signala je BW =2 w, 1 obuhvata komponente sa rednim brojevima n =0,1,2.

Ako se za kriterijum uzme, da akumulisana snag komponenata do grani¢ne komponente nemoze niti
manja od 90% ukupne srednje snage, tj.

N 1 N
Y P =F +52F,f >0.99- P
n=0 n=0

Tada za grani¢nu komponentu dobijamo redni broj # = 3. Sirina spektra signala je sada BW =2 o,
1 obuhvata komponente sa rednim brojevima n = 0,1,2,3.
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Zadatak 1.5.3. Prikazati spektar snage datog signala. Odrediti Sirinu spektra signala.
A
T, 0 T, "
~o 0 S (t)
Matematicki opis prikazanog signala je 1
t
s \t)=—;0<t<T, .
o( ) T 0
Kompleksni koeficijenti Furierovog reda su
0.5, n=0 0;, n=0
£, = L;n>O Pn = —Z;n>0.
nrx 2

Spektar snage dobijamo nakon $to odredimo snage pojedinih komponenata signala po izrazu
025, n=0
P = 0.5

()

Spektar snage ima oblik prikazan na slici.

;n>0.

Matematicki spektar snage Fizicki spektar snage
025 - : 0.25 - 3
7Y ASSUUUOTOR OIS SOOI SPUTUUONY ISOTOPUUON HOTPOPORE AOOOON OO pab FINNSNEN N — N
st ; : ! : 01st
o L
o i : :
a in : :
[=] H 5 B H H
o1k : : ; : 01k : 8 : : 5
1Y o] SSSUUUIRSOOVUIVUOS SUNUROPOLSONOOION UUSUUON: SOVUOUOON SYSPPUOINE SRR Y= A SRRSOt YUPOUIS OO SOOI SYOPOOSSOOUON NPVUUNE RTINS SO
o i i i ||| ||| i i i i 0 ‘ I Liowi i i i i i i i
200 5 -0 5 [] 5 10 15 20 0o 2 4 6 8 1 12 14 18 18 D

n n

Ty
P—ij —ii dt -~ =033
T, _T ) T3

Po kriterijumu od 90% ukupne srednje snage Sirna spektra signala mora da obuhvata komponente
sa rednim brojevima n =0,...,16. Sirina spektra signala, koja obuhvata znadajne komponente po

navedenom kriterijumu, je BW =160, .
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Zadatak 1.5.4.

s(t)=-2+3 cos(a)ot - %) + %cos(%oot - %) +3cos(4wyt — )+ %cos(

Koeficijenti Furierovog reda i o

Diskretna Obrada Signala

Odredit Sirinu spektra datog signala.

RY/4

7}

9ot — 2

dgovarajuée snage su

F, =-2, P, =4,

F, =3, P =45,
F,=75 P, =28.125,
F, =3, P, =45,
F,=25 P =3.125.

Ukupna snaga signala je

9
P=>» P =4+45+28.125+4.5+3.125=44.25 P,, =39.825.
n 90%

n=0
Komponenta sa najve¢om snagom svakako mora pripadati opsegu znacajnih komponenti. Zbir
najvec¢e komponente i najblizih okolnih komponenata iznosi

P +P +P =37.125<39.825.

Da bi zadovoljili uslov 90% ukupne srednje snage, uzmimo sledeCu vecu komponentu tj.
jednosmernu komponentu

P,+P +P, +P, =41.125>39.825.
Ove tri komponente zadovoljavaju postavljeni kriterijum. Sirina spektra signala je BW =4, .

Oblik signala, na ovaj nacin ograni¢avanja spektra je prikazan na slici

Oblik signala

Amp. signala

fazni spektar

L i I i i
1) 1 2 &) 4
n

Postavljeni kriterium moZemo da zadovljimo i na taj nacin, ako se umesto jednosmerne komponente

.....

naniZze po amplitudskoj osi, zbog nedostatka jednosmerne kompnente, kao §to je to prikazano na
slici.

Visoka Tehnicka Skola Strukovnih Studija, Subotica 41



Diskretna Obrada Signala jminich@het.vts.su.ac.yu

Oblik signala

Amp. signala

amplitudski spektar fazni spektar

5 g 5 At
P P A [ N N — I — :
£ o foet : £ : :
2 : : : : ; :
1 i g g :
5 ; L y I S S I

1.6. Konvolucija i korelacija periodi¢nih signala

Konvolucija i korelacija su matemati¢ke operacije koje se izvode nad signalima.

Konvolucija je definisana izrazom
1 10
t):_J.Sl(T)Sz(t_T)dT = Sl(t)*sz(t): Sz(t)*sl(t):—J-SZ(T)Sl(t—T)dT.
Ty % T 5
Medu korelacija je odredene integralom
:—J. z'+l sl(t)*sz(t);«ts2 :—J.S2 z'+t

Zapazimo da je u slucaju medukorelacija bitan redosled podintegralnih funkcija. Specijalan slucaj
korelacije predstavlja autokorelaciona funkcija

=—j e+ 1)

kojazautacki =0

daje ukupnu srednju snagu periodi¢nog signala.
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Zadatak 1.6.1.  Odrediti konvoluciju sinusnog i kosinusnog signala sa proizvoljnim fazama.
Sc(t): Fe Cos(a)ot_¢c)a

SS(Z) =Fj Sin(a’ot _¢s)

Ty

L5 [cos(@yr - g.)-sin(w,t - 7) - 0, )- dr =

=—.[sc ss(t—7)-dr =

0 0
F.F, 't F.F, 't
e Jsm(a)ot — (@ +9y))-dr —A‘[sm@a)or — oyt — (o —p))-dr =
0 o 27;) 0
F.F
=== Sin(a)ot - (?c + @ ))
Zadatak 1.6.2. Odrediti medukorelaciju sinusnog i kosinusnog signala sa proizvoljnim

fazama po izrazu

Ty

=—J-SC s+t df:%jcos(wor—(pc)-sin(a)o(r+t) @g)-dr =

0 0
F.F % . FeFs
B 2CTS jsln(Zonwof—(cﬂc+¢5))'df_%fsm(—wof—(¢c‘%))"”:
0 0 0 0
F.F,

= > > 'Sin(wot + (¢c —Ps ))

Zadatak 1.6.3. Odrediti autokonvoluciju 1 autokorelaciju periodi¢nog signala.

U toku izvodenja primeni¢emo kompleksni oblikFurierovog reda periodi¢nog signala.

(0= o)l -e)ar= L S50 ](Zg i) g

00 0 0 \n =
1h& & | 2 & T I
— F Z Zgngmejnwot X e*/cuo n—m TdT — Z Z A/nwot . F J'efjwﬂ(nfm)r dr =
0 0 n=—0m=—n n=—0 m=—-c0 00
0; m#n

_ e S s jnwot.sin((n—m)ﬂ). ~ja(n-m) _ -
,,;m;w_"_me ((n—m)ﬂ) ¢ 252 ey =n.

Izraz koji smo dobili pokzuje, da autokonvolucija signala takode daje periodi¢an signal. Perioda
dobijenog signala i osnovnog signala su identi¢ne. Na osnovu izraza lako je proracunati koeficijente
Furierovog reda autokonvolucionog signala,

k()= Y8, e"" =S, +2Z|S | cos(nwyt —2¢, )= F} +%iFn2 cos(nwyt —2¢,)
n=-o n= n=1
n¢0
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Odredimo sada autokorelacionu funkciju proizvoljnog peiodi¢nog signala

kr(t) = S(T)' S(T +l‘ - J-( ZEn jnwnrj ( ii ejna)n(Tth)j -dr =
]—(') 0 O 0 \n= =—00
TO o0 0 o0 0 Tn
:TL Z z§n§mejnw0t i eja)o(n+m)rdz_ — Z Z §n§mejnwot _ljejwo(n+m)r dr =
0 Qn=—0m=-w n=—00 m=—0 00
0;
_ Z“’: Z‘O: S 5 e sin((n +m)r) il _ m#n

[P ——, m ((n+m) ) ZS S ejnwot’ .

n—-—-n

Kako je signal realna funkcija, to moradavazi §_ =S n , 1z Cega sledi

— iing,”ejn%t ZS S Jnagt _

2
e = F) +— Z:F2 cos(naw,t).

Kao $to vidimo ova funkcija je takode peiodi¢na sa istom periodom kao signal 1 sadrzi samo parne

sacinioce, bez obzira na fazni spektar signala. Osobina ove funkcije je izmedu ostalog ta, da za
vrednos ¢ =0 daje ukupnu srednju snagu periodi¢nog signala.
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2. Aperiodicni signali

2.1. Matematicki opis aperiodi¢nih signala

Zadatak 2.1.1. Dati matemati¢ku definiciju delta impulsa, &(¢).
Analogni ili kontinualni delta impuls se definiSe pomocu Cetiri jednacina.

0 o0 w;t = O

[swat=1, s@0)=6(-0), [fOS@-t)dt=f(t,), @)= .

i i 0;t=0

Kao S$to se iz datih jednacina vidi, delta impuls ima skok beskona¢ne amplituda i nultog
vremenskog trajanja. PovrSina koja je obuhvacena signalom i vremenskom osom je jedini¢ne
vrednosti. Delt impuls ima osobinu parnosti. Integral proizvoda proizvoljne funkcije 1 delta impulsa,
pomerenog po vremenskoj osi za ¢, vreme, je jednaka vrednosti funkcije u tacki u koju je pomeren
delta impuls. Kako se delta impuls, zbog svojih navedenih osobina, nemoze ostvariti, najéesce se
koristi u teoriji kao koristan alat za analizu signala 1 spektara.

Zadatak 2.1.2. Odredit spektar periodi¢ne povorke delta impulsa.

Znamo da se svaki periodican signal moze razviti u Furierov red. Kompleksni koeficijenti
Furierovog reda ¢e biti

Ty

. 1% . 1
S, =—|s, (t) e "M dt = — §(t)~ e "dt=—; Vn.
i i T

Na osnovu dobijenog rezultata se vidi da su Furierov red sadrzi beskona¢no puno koeficijenata
identi¢nih amplituda. Fizicki oblik Fourierovog reda ¢e biti

s(t) = ign e = TL ie”’%t =i+£icos(na)0t) )

0 n=—o To 0 n=l

U kojoj meri se priblizava dati red teorijskom delta impulsu, pokzuju slede¢i grafikoni za
N =3,6,10,20,50,100 komponenata respektivno.

Oblik signala

1
1} 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
narmalizovano 1

amplitudski spektar

15 d
£ 1
1)
1 2
n
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Amp. signala

Oblik signala

jminich@het.vts.su.ac.yu

amplitudski spektar

25 3 €l 4
normalizovano 1

fazni spektar

Oblik signala
T

Armnp. signala

amplitudski spektar

Fn

0sf

w
=]

M
=]

Amp. signala

=

25 &) 356 4
normalizovano t

fazni spektar

Oblik signala

amplitudski spektar

Fn

46

|
25 3 €l 4
normalizovano 1

fazni spektar
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Amp. signala

Fn

0s

Amp. signala

Oblik signala
i i I i i i i 1 i j
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
nomalizovana t
amplitudski spektar fazni spektar
1 .
05 I S PR W NN N N — -
£ 0
4 st
L i i H i H i i i i H
0 5 W 15 20 25 a0 35 40 45 &0 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 &0
n n

] 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
narmalizovano 1

05

Zadatak 2.1.3.

0;

Visoka

amplitudski spektar fazni spektar
1 .
05
£ 0 -
R :
1L i 1 I i 1 i 1 I i 1
0 10 20 3B 40 S 6 70 60 W 100 0 W 22 W 40 s 6 70 80 90 100
n n

Nacrtati dati aperiodi¢ni signal i izra¢unati ukupnu energij signala.

t<0

A-e; t>0.

A=0, a=0 A<0, a=0

( A=0, a<0 13 A<0, a<0
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Ukupna energija signala je data izrazom
E= Tsz (¢)dt
Za nevedene slucajeve samo prva (isa imaju kona¢nu energiju,
2

E = .[Aze_z‘”dt = A—
0 2a

Zadatak 2.1.4. Odrediti ukupnu energiju periodi¢nog signala kona¢nog trajanja

(t)— F-cos(a)ot); te [TO,IOO-TO]
0, te[1,100-7,]

Ukupna energija signala ¢e biti

o 1007, 5 1007,
E= Jsz(t)-dt = jFZ cos’(w,t)-dt = By J‘[l +cos(2m,t)]- dt = 49.5- F°T,
- Ty Ty

Zapazimo da ukupna energija ne zavisi od duzine trajanja periodicnog signala, ali zato zavisi od
periode signala. Sto je perioda signala duZza to je i ukupna energija veca.

2.2. Furierova transformacija signala i spektar signala

Spektar aperiodi¢nih signala se analizira Furierovom transformacijom koja ima oblik

2]

S(jw)= Is(t)~ e ’™dr .

—0

Spektar signala predstavlja kompleksnu funkciju sa nezavisnom promenljivom @ koja predstavlja
kruznu ucestanost. Spektar aperiodicnog signala je kontinualna funkcija promenljuve @. Ona nam
daje informaciju o prisutnosti kosinusnih komponenata odredene amplitude i faze odnosno, razlaze
signal na komponente sa kruznom ucestanoS¢u @. Primenom Ojlerovog oblika kompleksnih
brojeva, kompleksni spektar se moze prikazati i u obliku

S(jo)=|S(jo)-e" = A(w)-e.

Amplitudski spektar signala je modu kompleksnog spektra signala, dok je fazni spektar argument
ove kompleksne funkcije, tj. formalno

A(w)=|s(jo), olo) = arg{S(jo)}

Inverzna Furieova transformacija odreduje vremenski oblik signala kada je poznat spektar tog
signala. Ona ima oblik

()= [S(je)-eder.

—0

Za aperiodi¢ne signale vazi, da ako je signal u vremenkom domenu ograni¢en na nekom intervalu i
van toga je jednaka nuli, tada amplitudks spektar takvog signala se prostire od —oo do + o0 . Isto to
vazi 1 u suprotom smeru. Ako je spektar ograni¢en na neki interval kruzne ucestanosti, tada
vremenski oblik signala se prostire —oo do + .
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Zadatak 2.2.1. Odrediti Furierovu transformaciju delta impulsa &(t).

Primenom osobine delta impulsa i izraza za Furierovu transformaciju

0

S(jw)= J.s(t)e_j””dt ,

—00

dobijamo

S(jw)= [8(e)-e7™dt=e7"- [5(t)-dt=1-1=1;V o .

Dobijeni izraz predstavlja konstantu za svaku vrednost @. Ona je realna, Sto znaCi da spektar
signala ¢ini amplitudski spektar u kome svaka komponenta doprinosi istom vredno§¢u amplitude, i
fazni spektar koji je identiCan nuli. Spektar delta signala (impulsa) je konstantan 1 sadrzi
beskonacno mnogo harmonika. Signali koji imaju nagle promene u vremenskom domenu, uvek
imaju spektar koji sadrzi relativno veliki broj visokofrekvencijskih komponenata. Delta impuls je
signal koji u jednom trenutku naglo odskace sa nulte vrednosti do beskonacnosti, i odmah se vraca
na nultu vrednost. Cela ova pojava se deSava u trenutku ¢ = 0. Zbog ovih naglih promena u signalu,
logicno je ocekivati visokofrekvencijske komponente u spektru. Spektar signala sadrzi beskonacno
puno komponenata, pa zato njegova spektralna Sirina tezi ka beskona¢nosti.

Zadatak 2.2.2. Odrediti Furierovu transformaciju signala s(¢)=1; V.

Furierova transformacija signala s(t) je

S(jw)= Ts(t)e-f””dt = Tl-e‘-i“”dt = j e dt .

—00

0
—00

Na osnovu izraza inverzne Furierove transformacija imamo da je

1 T j T j @
5(t)=g__[cl-e’ ’dco—>27r-5(t)=:[oef "do.

0

Uvodenjem formalnih smena 1 > @ 1 @ — ¢t dobijamo da je 27 - 5((0) = J‘e«"‘“’dt. Odavde se onda

lako uocava da je

S(jw)= je""’”dt =27-8(w).

—00

Amplitudski spektar jednosmernog signala je jednaka delta impulsu koji je smesten u tacku @ =0.
Fazni spektar signala je jednaka nuli. Jednosmerni signal je signal ¢ija je kruzna ucestanost @
jednaka nuli. Znamo da se komponente, koje sadrzi signal, rasporeduju po frekvencijskoj osi na
osnovu vrednosti svojih ucestanosti. Na osnovu recenog zakljucujemo da spektar signala sa
jednosmernom komponentom mora biti lociran u koordinatnom pocetku amplitudskog spektra jer
ne sadrzi nijednu komponentu ¢ija ucestanost je razli¢ita od nule.
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Zadatak 2.2.3. Odrediti spektar sinusnog 1 kosinusnog signala.

Utoku izvodenja koristi¢emo se Ojlerovim izrazom.

s(t) = sin(wyt)
S(jw)= T sin(wyt)- e/ dt = ! T(ef‘”‘" - e’-’“’“t)- e /dt = 1 e /@ gy b Tej(’””’””dt =
LA 2j 2, 2j 2, 2j

1272'5(60 a)o)—ZLZﬂé'(a)Jra)o) mo(w— a)o)e 2+7r5(a)+a)0)e 2.
J

Amplitudski spektar signala sadrzi dve komponente koje su locirane na  =zt®,. Njihova

amplituda je jednaka 7. Treba zapaziti da je fazni spektar razliit od nule. Na kruznoj ucestanosti
@ = -, fazaiznosi 5 dok na kruznoj ucestanosti ® = @, faza iznosi —7 .

( )= cos(wot)

.[ cos(wyt)-e " dt = ; .[( sl 4 e_j"’“t)- e dt = % I e ) gt +% Ie_j(“’”’“tdt =

-0 -0

l\)»—*\

—276(w — a)0)+;27r5(a)+a)0) mo(@ — @) + wo(w + @,).

Amplitudski spektar signala sadrzi dve komponente koje su locirane na @ =t®,. Njihova
amplituda je jednaka 7z . Za razliku od predhodnog slucja, fazni spektar je jednak nule.

Zadatak 2.2.4. Odrediti Furierovu transformaciju periodi¢nog signala.

Primenimo Furierovu transformaciju nad fizickom obliku Furierovog reda periodi¢nog signala.

s(t) =F,+ iFn cos(na)ot -, )

n=l

S(jw)=FT{s(t)} = FT(F, ZF - FT{cos(nw,t — ¢, )}.

n=1

Primenjuju¢i izraze prethodnih primera, dobijamo slede¢i izraz

S(jw)=F, - 276(w)+ ﬂiFn .[5(a)—na)0)-e‘j"’" +8(w+nw,)-e’” ]

n=1

Dobijeni spektar periodi¢nog signala se sastoji od beskona¢no mnogo delta imulsa smesStenih na
celobrojne umnoske osnovne kruzne ucestanosti periodi¢nog signala.
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Zadatak 2.2.5. Odrediti Furierovu transformaciju usamljenog pravougaonog impulsa.
Ag (t)
1

0; ¢ > ‘

s(r)= 2

-

Ll <—

_r 0 z e
2 2

0N

e dt = 2. sin(a)zj.
2

S(jo)= [ sle)edt = 2

NN

Zadatak 2.2.6. Odrediti Furierovu transformaciju prikazanaog signala 1 nacrtati amplitudski 1
fazni spektar.

S(t)
1 1; |t| <t
S(t) = 1(21 —|t|) T< |t| <2r
T
t 0; =27
-2r -7 T 2t

-7

T 27
s(t)e 7 dt = .[ l(2T +1)-e/dt + je‘j”’dt + J.l(2r —t)-edt =
T _r T 4

%)
—
~.

S
~—~

Il
—38

-0 -27

—jot 2z

- . - . 27 . 27
e 1| te” e e’ e 1| te”
:2 .—22' 4 — .—21_ —227 + '—r +2 "r _ . T 1'2 —
—jo 7| —jo (-jo) - jo —jo 1| —jo (-jo)

_2 cos(m))— cos(2ra))
T [0 '

Za kompleksni spektar signala smo dobili ¢istu realnu funkciju. Amplitudski i fazni spektar ¢e biti

2 |coslzw)— cos(2tw
o) =2 ) cotiro),
T w

p(w) = -7 - sign{cos(rw) — cos(27m)}.
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Oblik amplitudskog 1 faznog spektra je prikazan na slici.

Amplitudski spektar Fazni spektar

H

25L
Zsl : . : z
S : :

05

Zadatak 2.2.7. Odrediti Furierovu transformaciju kvazi periodicnog kosinusnog signala i
prikazati spektar signala za tri razliite duzine trajanja signala. Cemu tezi spektar ako trajanje
signala tezi ka beskonac¢nosti?

S(t):{ cos(a)ot); te [— T,T]

0; te(r,T]
0 T 1 T ) )
S(jw)= js(t)- e ’dt = jcos(a)ot)~ e /dt = 5 j(e’“"” + e_""(”)~ e ’dt =
—0 -T -T
ey Lty g sinllo=a)r) . sin(or o))
22 22 (0-,)T (0+ )T
A(a)) _lr. sin((a)— a)O)T) LT sin((a)+ a)O)T)'
(a) -, )T (a) + w, )T
p(o) = -7 - sign{4(w)}
Oblik spektra signala za slucajeve I 1, T 5, T 10, I 100 su prikazane na slede¢im
TO TO TO TO

slikama .
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Slucaj kada je odnos £ =1.

0
Amplitudski spektar Fazni spektar
140 - o ,
120 05
ak
151
=
ol
251
? | J
as i 1 i i i i 1 i i i
oo B0 60 40 20 0 20 40 60 80 100
w
. . T
Slucaj kada je odnos — =5.
0
Amplitudski spektar Fazni spektar
1 . 0 -
LIS
osH-
08|
07t M
OB eriee forien e
H 1.5
Bospeiiin b z
24
04
0.3 B
Y PPN RNOUPY T000000) [N RECTRRSISIS MRNRE  N EORS I —
3
O b b L
0 35 i 1 i i i i 1 i i i
-100 B -100 80 60 40 20 u] 20 40 B0 80 100
w
. . T
Slucaj kada je odnos — =10.
TO
Amplitudski spektar Fazni spektar
F PP o F DO OO U OO P R PSPPI e 0 .
LIS
05
08|
08|
1.5
2
[L37) FSURPIVEISUOROROESTORVIORIOY | ISURIRUUURDS SUOPORVNDY | FESTORORU OO e
03t 25
3l
L TVt 35 i i i i i i i i
40 B0 80 100 oo B0 60 40 20 0 20 40 60 80 100
w
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Slucaj kada je odnos Tl =100.
0

Amplitudski spektar Fazni spektar

25
VJ L i H i i i i i i
0 40 Zo a0 eo B0 o0 &0 B0 -a0 =20 o 20 40 B0 80 1o

Zadatak 2.2.8. Nacrtati oblik signala ako je spektar signala jenak
1
S(jo)= a)—o(a)0 —|a)), 0| < o,
0; |a)| 2 @,.

Signal nalazimo primenom inverzne Furierove transformacije, koja glasi

T " 1 to+0 1 fo,-0
s(t)=g wS(Ja)) e’ tda)—g-.[[ﬂoa)—o-e] ’da)+g-}[(’a)—0-e’ "do .

Ovaj oblik integrala smo ve¢ resavali. ReSenje ¢e biti

sinz[a)‘)tj sin(a)0 t]

2

2 (a)o jz Y (a)OJ
Do t
2 2

Oblik signala je prikazan na slici.

Oblik signala

= oos -
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Zadatak 2.2.9. Skratimo spektar prikazanog na slici. Prikazimo oblik signala originalnog 1
krnjeg spektra.
A(o) A()
20, 2w, o —20, -@ 0 w, 20, o

Matematicki opis spektra oblika signala je

1

1
S(jo)= E(zwo - |a)},
0; |a)| >20,.

0| < 2w,

s(t):&.{wy

7 | (o)

Za okrnjeni spektar i njegov signal se dobija

1
S(]a)): E(20)0 - |0)), a)| < a,
0; |a)| 2 w,.

. (o,
sin| —¢
_o, sin(oyt) o 2
27 (o)  4x 2N
2
Oblici signala su prikazani na slici.

TEY
I
e
i
] L
i 1
[

= 015
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Zadatak 2.2.10. Odrediti 1 nacrtati spektar signala
s(t)=6(+T)+5(-T)
Primenom Furierove transformacije dobiamo slede¢i izraz
S(jw)= Ié‘(t +T)-e/™dt + I5(t ~T)-e’dt =’ +e" =2cos(wl).
Kompleksni spektar signala je €isto realna funkcija. Amplitudski i fazni spektar signala je
Alw)=2- |cos(a)T); plw) = -7 - sign(cos(wT)).
Oblik spktara su prikazani na slici.

Amplitudski spektar Fazni spektar

0B8R

0B

04

02H

0 1 L i i i I L i 1 i 35 i i i i i i i i i i
50 40 -0 200 10 a 10 20 30 40 a0 -50 -4 30 200 10 1) 10 20 30 40 50
w w

Zadatak 2.2.11. Odrediti i nacrtati spektar signala

s(t) = 5(t+§j—5(t—§j.

Analogno prethodnom zadatku, rimenom Furierove transformacije dobiamo slede¢i izraz
0 T ) 00 T . j(uz —ja)z T
Syw)= |0l t+—|-e’"dt— |O|t—— |-e’"dt=e *>—e 2 =2jsin| o— |
(J)_£( 2J I( 2) ’ [J

Kompleksni spektar signala je Cisto imaginarna funkcija. Amplitudski i fazni spektar signala je

. T
sin| w— |;
( 2]

go(a)):%_;z.sign[sm(ng}
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Oblici pojedinih spektara su prikazana na slici

Amplitudski spektar Fazni spektar

05t

fifur)

08
ask

OBk b

02¢

Zadatak 2.2.12. Odrediti 1 nacrtati spektar signala dat izrazom

s(t)— 0; t<0
A-e: t20,4,a>0

Primenimo Furierovu transformaciju za nalazenje kompleksnog spektra signala.

3 . % , 3 . A
S(jo)= [s(t)-e™™dt=[Ad-e -e7™dt=A- [/ dr = .
(jo) _‘[OS() e ‘([ e e !e it o
Amplitudski i fazni spektar je jednako
A(CO) = L; (o(a)) = —arctg(—j
Va’ + o’ a

Amplitudski spektar Fazni spektar

filw)
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Amplitudski spektar Fazni spektar
450 . : . . .

Zadatak 2.2.13. Odrediti 1 prikazati spektar signala dat jednacinom
s()=4A-e";v1.

Kompleksni spektar je jednak
0 0 )

S(jw)= Is(t)-e_j”’dt = J-A-e‘" e/ dt + IA-e_”’ e dt =4 ———.
—o —0 0

Amplitudski i fazni spektar je

2a
Alw)= A——;
a +w
plw)=0
Spektri su prikazani na slici.
Amplitudski spektar Fazni spektar
10 e s OO PO SO OO SOV PR PORP PO
S nak
sk LS
7k naf
st eI
Zs Z o
e 02F
3 04
0B}
08}
&0 s w4 2 0 2 4 5 8 o
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Amplitudski spektar

02f

OB i

OBt

Diskretna Obrada Signala

Fazni spektar

az|

a8k

Zadatak 2.2.14.
M' a)| <o
S(jo)=3 e, "7

0; |a)| < w,.

Izraz koji opisuje signal, ¢e biti

R PR B 0
s(t)—E:[OS(]a))e da)——g_;[oa)—oe
2
) sin a)otj
_w, s1n(a)ot) @, 2
e 21| oy, |
2
Oblilk signala je pikazan na slici.
a0’ Oblik signala

Odrediti i nacrtati oblik signala koji raspolaze spektrom dat izrazom

@y

A+ — J‘—e"”’da) =
2 5 @,

i i i
400 600 800 1000

P i i i i
oo 00 600 400 200 0 200
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2.3. Energetski spektar i spektralna Sirina signala

Energetski spektar signala pokazuje raspodelu raspolozive ukupne energije signala po
svojim komponentama. Ona predstavlja kvadrat amplitudskog spektra t;.

E(w)= Alw)= |S(ja)]2 .

Na osnovu energetskog spektra signala se moze odrediti ona Sirina spektra signala, koja definise
Sirinu opsega udestanosti onog dela spektra u kome se nalaze zna¢ajne komponente signala. Sta su
znaCajne komponente signala zavisi od sluc¢aja do slucaja kao i od oblika energetskog spektra
signala. Kriteriumi po kome se odreduju mogu biti:
e opsegu kome se nalazi 90% ukupne energije signala,
e apsolutna Sirina — opseg izvan koje je energetski spektar jednak nuli,
e Sirina opsega u okolini maksimalne vrednosti energetskog spektra, sa grani¢nim tackama u
kojima je energetski spektar prvi put jednak nuli (first lobe),
e Sirina opsega u okolini maksimalne vrednosti energetskog spektra, sa granicnim tackama u
kojima energetski spektar opadne na polovinu svoje maksimalne vrednosti,
e Sirina opsega ekvivalentnog pravougaonik sa visinim jednakom maksimalne vrednosti
energetksog spektra i povr§inom jednakom ukupnoj energiji signala
e Sirina opsega izvan kojeg vrednost energetskog spektra ne nadmasuje unapred definisanu
vrednost ili nivo.

Naravno osim navedenih kriteriuma moze da se definiSu kriteriumi i po nekim drugim principima.
Zadatak 2.3.1.  Izvesti izraz Parsevalove teoreme za slucaj aperiodi¢nih signala.

Ukupna energija signala je

E= jsz (t)dt
Uvrstimo inveryni transformaciju na mesto signala

2

o0

E= j jsja) Y de | di = — Ts(ja))jS(jQ)Teﬂ“’*Q)fdt-dQ-da).
(t)

—0 —0
(a)) () (Q) (1)

Integral po vremenu je jednako

Iej(”*g)’dt =271-8(0+Q).

—0

)

Primenom osobina delta impulsa, dobijamo

27 jSJQ S(w+9Q)-d0=27-S(- jo)=27-5"(jo),

(Q)

gde zvezdica oznacava konjugovanu kompleksnu operaciju.
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Za ukupnu energiju dobijamo

f 1 7 \ 17 1 %
E :J;Sz(f)dt = EJ;OS(J'CO)-S (ja))-a?cozg‘L|S(ja))|2 -dw:E[OAz(a))dw

Dobijeni rezultat pokazuje da se ukupna energija moze izraCunati kao u vremenksom tako i u
spektralnom domenu. Bez obzira koji ra¢un primenili uvek se dobija ista vrednost. Parsevalova
teorema u formalnom obliku glasi

o0

[5* (e =i [ 42 (oMo

0 —00

0;r<0 ..
Zadatak 2.3.2. Odrediti energiju signala s(¢) = { Ss u frekvencijskom opsegu
et >
f €(500Hz,3600Hz).
Spektar je dat putem Furierove transformacije.
. " " 1 e—jarctg(gj

S(jw) = J-S(t)e’j“”dt = J-e’S[e’j””dt = J-e’(s“”’)tdt = =

—% 0 0 5+ja) \/25+a)2 '

Amplitudski i fazni spektar su

Alw) = ;, p(w) = —arctg(gj .
25+’ S

Energetski spektar signala u zavisnosti od kruzne ucestanosti je funkcija

1

E(w) = A*(w) = TSR

Ona pokazuje energetski sadrzaj pojedinih harmonika u analiziranom signalu. Energija sadrzana u
frekvencijskom opsegu je f € (500Hz,36OOHz) je

E B L —27500 d&) L2n3600 da)
27 Lt 25t ® 27, 25+ @7
Kako je spektar parna funkcija dobija se
1 273600 da) 1 273600 d(() 1 @ 273600
E=— = =—- arctg[—j
27500

T, te25+0° 257 2”5001+[COJ2 Sz

Uvrstavanjem granica dobijamo

E = 1 . arctg(zn?fooj ! -arctg[ 272500) =8.72-107.

Sw Sm-
Ukupna energija signala je

E,, = j s> (H)dt = je-”’dz =0.1.
—o0 0
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Procentualni udeo energije u proracunatom opsegu, u odsnu na ukupnu energiju je tada

=5
£ =8'72 10 -100% = 0.0872% .
Es(t)
Zadatak 2.3.3. Odrediti Sirinu spektra znacCajnih komponenata signala iz prethodnog

primera, po svim mogucéim kriteriumima.

Kriterium polovine maksimalne vrednosti.
Maksimalna vrednost energetskog spektra iznosi 0.04. Tacka u kome energetski spektar opadne
ispod polovine ove maksimalne vrednosti je

1
25+ w

2<0.02 = @, =45

Sirina spektra je jednaka BW =10.

Po kriterijum ekvivalentnog pravougaonika grani¢na kruzna ucestanost i Sirina spektra je jednaka
o, =257,BW =5r.

Kriterijum 90% ukupne energije.

1% 1 1 o
E = do = —
( ) 7;-([ @ arctg(5

=0.1-0.9=0.09.
25+ w* RY/4

27r

Iz ove jednacine dobijamo
w, =5-1g(0.45-7)=31.568; BW =63.136.

Zadatak 2.3.4. Odrediti Sirinu znacajnih komponenata signala prikazanog na slici, za slucaj
=4,

\

N
SR

Amplitidski 1 energetski spektar signala je

sin(2)
20

3

Alw)=4-

(o) = 4(0) = m{MT

20
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Energetski spektar je prikazan na slici

Amplitudski spektar Fazni spektar

[ T SO U TSPt PN U RS POTE SUTUSUUOUPUUOS SUREPUUTN

0z2-

(o
oo
fifw)

04k
nEL

08k

0 o
-15 -10 -5 o 5 10 15 il5 -10 3 0 5 10 15

Odredimo Sirinu spektra znacajnih komponenata po kriterijumu ekvivalentnog pravougaonika.
Visina pravougaonika je maksimalna vrednost energetskog spektra. Sirinu ekvivalentnog
pravougaonika odredujemo tako, da povrsina ispod nje bude jednaka ukupnoj energiji signala, t;.

2
iJ-Emaxa’a):lEmax ‘@, :E-wc =4=F= J-(l)zdt.
27 V4 Vs

NN

. .. 16 . . . y T .. .
Iz jednacine —-w, =4 sledi da je grani¢na ucestanost @, = rE tj. Sirina spektra koja obuhvata
V2

. . . V4
znacajne komponente iznosi BW = 5

Po kriteriumu prve nule (first lobe), grani¢nu kruznu ucestanost dobijamo u tacki u kome energetski
spektar prvi put preseca osu kruzne ucestanosti tj. £ (a) =, ) = 0. U nasem primeru

sin(2a)C

2
E(a):a)t):16-{ )} =0 = sin(za)c):O = 2w, =71 = a)czg.

2w,

Sirina spektra signala u ovom sluéaju je BW =7 .
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2.4. Konvolucija i medukorelacija aperiodi¢nih signala.
Konvolucija i korelacija su matemati¢ke operacije koje se izvode nad signalima.

Konvolucija je definisana izrazom

k()= j (0)s, (= ) = 5, ()% 5,(0) = s, (1) * 5, (1) = j (c)s, (¢ - 2.
Medu korelacija je odredene integralom

(1) = [5,)ss (54 007 = 5,(0)%5,0)# 5,(0)%5,(0) = [ 5,0, (74

Zapazimo da je u slucaju medukorelacija bitan redosled podintegralnih funkcija. Specijalan slucaj
korelacije predstavlja autokorelaciona funkcija

kojazautacki t=0

—00

daje ukupnu energiju aperiodi¢nog signala.

Zadatak 2.4.1. Odrediti konvoluciu signala s, (¢)=5(¢) i s,(¢)=6(t-T).
Primenjujuci osobine delta impulsa, dobija se sledece resenje.

k,(t)= Isl (z)s,(t—7)dr = jﬁ(r)é‘(t —7r-T)dr=58(t-T)=s,(t).
Zadatak 2.4.2. Odrediti konvoluciju prikazanih signala.

As (1) 5, (1)

S(t-T)

L >
T ¢ -T ¢ T !

Na osnovu osobina delta impulsa dobija se
k,(t)= jsl(r)sz(t—r)dr = J.5(T—T)S2(t—f)= s,(t=T).

Rezultat konvolucije je signal k,(¢)=s,(t —T) §to predstavlja pomerni signal udesno za vreme T .
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Zadatak 2.4.3. Odrediti autokonvoluciju pravougaonog impulsa smesten u tacku ¢ = 0 Sirine
2T

Izraz za prora¢un konvolucije za ovaj primer ¢e biti

£ (0)= [s(eb(e—c)r.

Obratimo paznju na sledece detalje:

e Konvoluciona funkcija je zavisna od promenljive ¢. Kako ¢ oznacava vreme, to znaci da je
konvoluciona funkcija signal.

e Promenljiva ¢ u toku operaciji integriranja predstavlja parametar jer se operacija integriranja
vr$i po promenljivoj 7. Nakon §to se izraCuna integral reSenje ¢e biti zavisna od
promenljive ¢.

e Podintegralnu funkciju €ine proizvod dva signala. Jedna od njih se dobija formalnom
smenom ¢ =7 koja ne menja osobine signala (visinu 1 Sirinu pravougaonog signala). Druga
je signal koji se dobija na sledec¢i nacin. Prvo se nade lik u ogledalu osnovnog signala u
odnosu na tacku ¢#=0. To se izrazava formalnom smenom ¢ = -7 . Time se dobija signal
s(— T). Nakon toga se signal pomeri krajnje ulevo, tj. formalno se dobija izraz S(t - T).

e Kako vreme ¢ ,,prolazi®, to se lik u ogledalu pomera od krajnje levog ka krajnje desnom
polozaju.

e Rezultat integrala ¢e biti razli¢ito od nule za one polozaje lika u ogledalu, za koje se dobija
preklapanje dva signala. Za one tacke, u kojima nema preklapanja signala, podintegralna
funkcija, pa time 1 rezultat, ¢e biti jednaka nuli.

e Rezultat integrala ¢e biti srazmerna povrsini ispod funkcije koju daju proizvod spomenutih
signala.

Odredimo prvo intervale u kojima je konvolucioni signal jednak nuli. To su intervali koji
obuhvataju takve tacke polozaja lika u ogledalu, u kojima ona nema intervala preklapanja sa
osnovnim signalom na 7 osi. Kada je lik u krajnje levom polozaju, formalni oblik navedenog
uslova je

t+7 <-T = t<=-2T.
U slucaju krajnje desnog polozaja se dobija

T<t-T = t>2T.

Delimican rezultat konvolucionog signala je tada

. t<2T
k,(t)=42%-2T<t<2T
0; 2T <t

Interval — 27 <t < 2T obuhvata takve tacke , u kojima nastalje preklapanje signala. U intervalu od
— 2T <t <0 lik u ogledalu postepeno uklizava pod osnovni signal stvarajuci delimi¢no preklapanje
koje je prikazano na levom delu slike ..... . Osenceni deo pokazuje interval preklapanja i1 rezultat
koji je srazmerna osencenoj povrsini. Formalno se dobija

k()= [(dr=rT-(-T)=27 +1.
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Kako vreme ,,prolazi®, lik u ogledalu proklizava po 7 osi stvaraju¢i sve ve¢i interval 1 povrsinu
preklapanja. Ova povrSina raste do tacke =0, u kome nastaje potpuno preklapanje sa
maksimalnom vrednoséu konvolucionog signala k, (¢ =0)= 2T .

Ag(r) Ag(r)

1 1

v

gy

"1"

(2 .
t-T ¢ t+T g 0ot-T ¢ t+T

Nakon vremena ¢ =0 ponovo nastaje delimi¢no preklapanje jer lik u ogledalu postepeno izklizava
ispod osnovnog signala. PovrSina opada kao i rezultat konvolucionog signala.

k()= [ =T—(-T)=27 1.

t-T

Resenje autokonvolucije glasi

A k(1)
0; t<-2T

2T +t; -2T<t<0

k()= 2T —t;  0<t<2T
0; 2T <t.

v

-2T 0 2T ¢
Zadatak 2.4.4. Odrediti  Furierovu transformaciju signala dobijenog konvolucijom
proizvoljnih signala s,(¢) i s,(z).

Izrazimo signale pomocu svojih spektara.

66 Visoka Tehni¢ka Skola Strukovnih Studija, Subotica



jminich@het.vts.su.ac.yu Diskretna Obrada Signala

Primenimo sada Furierovu transformaciju nad konvolucionim integralom.

— Tkv e /dt = J.J‘ dr e dt .

() (7)

Zamenimo redosled integriranja.

= Ikv (t)-e/dt = jsl (7)- Isz( —7)edt-dr .
-~ @ O
Unutra$nji integral predstavlja spektar pomerenog signala

K, (jo)= [5(c)-S,(jo)-e7dr =S, (jo)- [s(c)-e 7" dr = 5,(jo)- S, (j).
& &

Kao sto se vidi, spektar konvolucije predstavlja proizvod spektara signala ¢ije smo konvoluciju
racunali.

Zadatak 2.4.5. Odrediti Furierovu transformaciju signala dobijenog medukorelacijom
proizvoljnih signala s,(¢) i s, (t).

Analizu ¢emo sprovesti za slucaj
k.(t)= J.sl (z)s,(z+1t)dz.

Furierova transformacija je jednaka

= Ik, e dt = J.J- )5, (r+1)-dr-e™dt .

0)(0)
Zamenimo redosled integriranja.

K, (jo)= [5,(c)- [s,(c+0)e ™ dr-dr =5, (jo)- [5,(r)-e""dz.
® “ =
Kako je signal realna funkcija, to vazi sledece

*

T;sl (r) e dr = US (c)- e"“”’dr} _ 5! (jo).

Odavde se onda lako dolazi do spektra medukorelacione funkcije

K, (jo)=S$/(jo) S,(jo).
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Zadatak 2.4.6. Odrediti Furierovu transformaciju autokorelacione funkcije proizvoljnog
signala s(t).

Koristeéi rezultate prethonih preimera, lako se dolazi do redenja ako se uzme s, (¢) = s, (¢) = s(t).
K, (jo)=S(jo) " (jo)=|S(jo) = 4*(0)= E(w).

Fourijeva transformacija autokorelacione funkcije je jednaka energetskom spektru signala.

Zadatak 2.4.7. Odrediti konvoluciju i korelaciju slede¢ih signala.
0; t<0 i
s (t): 3o 130 s, (t): 1.5+ cos(a)ot)—O.75 51n(2a)0t)—0.15cos(4a)0t).
e =2,

Odredimo najpre spektar pojedinih signala.

3 _ 3 . e—jarctg(a))

S, Uw)= =
Ve e

Sz(ja))= 37[5(w)+ 7z(5(a)—a)0)+ 5(a)+ @, ))—

- 0.7572[5((0— 20, )e 2 +5(w+2a, )e"zJ —0.157(5(0 - 4, )+ 5(0 + 4, ).

Spektar konvolucionog signala je
K, (jo)=S$,(jo) 5, (jo).

Inverznom Furierovom transformacijom dobijamo oblik signala.
1 < . i ot 1 K . . j ot
60=-1 [ (ol do= L[5 (jo)-5.(j0)-*“do.
2r 7 2r 7

Uvrstavanjem spektara u izaraz, dobijamo

] ) 3 5(0)- ¢ do +

JT
el
ikt
ket
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Primenjujuéi osobinu delta impulsa, nalazimo da je gornja jednacina jednaka

k()=2 42 L (plowarto) | mslo-wraz(on)))
2 2 1+
225 1 e_/[zwoxf;amg<zwo)) . ef./[zwozfgfamazwn e
2 1+0a?)
045 1 (e

j(4 (uot—arctg(4a)0 )) + e—j(4w0t—arctg(4a)0 )) )
2 1+ (8a?)
Primenimo sada Ojlerov obrazac.

3 2.25

9
k(t)=—+ -coslw,t — arctg(®, ) ————= - sin2w,t — arctg(2w, ) )-
() > m (o g( o)) W ( o g( 0))
0.45

—————— cos(da,t—arctg(4a,))

Kao §to se vidi, dobili smo periodi¢an signal sa rednim brojem komponenata kao i signal sz(t).
Jedino su se promenile amplitude i1 faze pojedinih komponenata. Zavisno od vrednosti duZine
periode 7, dobijaju se oblici signala prikazanog na slici.

Oblik signala

Spektar medukorelacije ¢e biti
K. (jo)=5(jo) 5,(j).

Inverzna Furierova transformacija ¢e biti

k(0= [K ok do=" [5!(jo)-S,(jo)-e"do.
2z =, 2z =,
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Nakon uvrstavanja, dobijamo

) 325() - e deo+

)= [ e
IF
_Lj 3
27[_\/14_72
I\/r

Primenjujuéi osobinu delta impulsa, nalazimo da je gornja jednacina jednaka

L elree@) 72(6(w—w,)+ 50+ w,)) e do—

Lgleelo) 0.7572{5((0 —2(00)e_jE + (0 + 20, )ejzj e’dw -

Lelee(@) ). 152(8(0 —4w,)+ 5(0 + 4,))- ' do.

kr (t) — % + % 1 . (e_/(a)nHarctg(wo ) +e Jlwpt+arctg(w,)) )_

B 2.25 1 . ej(Z{uot—g-*-arctg(Zwo)] N e—j(Zwot—%+arctg(2w0 )j B
2 J1+(20
_ 045 1 ej(4 wot+arctg(4w0)) + e—j(4wﬂt+arctg(4w0 )))

2.25

9 3
k\t)=—+ -cos\w,t + arctglw, ) ————-sin 2w, + arctg(2w, ))-
() > m (o g( 0)) m ( 0 g( 0))
0.45

——— cos(dm,t+arctg(4a,))

J1+ i4a>§ i

Oblik dobijene funkcije je prikazano na slici

Oblik signala
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Nadimo sada medukorelaciju u obliku
k.(t)= Isz (z)s,(z +1)dz.
Spektar medukorelacije ¢e biti

K,(jo)=S5,(jo)-S,(jo).

Inverzna Furierova transformacija ¢e biti

k()= [K (ol do=—"[5;(je)-5,(jo) ¢“do.
2r =,

—00

Nakon uvrstavanja, dobijamo

e @) 375(w) e deo +

b [
j\/r e @) (5(w - w, )+ S0+ o,))- e’ da -
J.\/T

JF

e @) 0 157(5(w - 40, + 50+ 4, ) ' do.

Primenjujuéi osobinu delta impulsa, nalazimo da je gornja jednacina jednaka

k(1) = 9 3 1 o on—areig(ay) | it~ arctg((uo)))_
2 2 1+
B 2.25 1 . ej[Zwﬂﬁ;Larctg@wo)] N e—j[Za)otJr%*arctg(Zwo)) B

0.45 1 .(ej(4 wyt-arctg(4ay)) + e—j(4w0t—arczg(4a)0 ) )

Primenom Ojlerovog obrazca gornji izraz se pretvara u

9 3 2.25
k(t)==+ -coslw,t — arctg|w, ) + ——=sin(2w,t + arctg(2w, ))—
() > m (o g( 0)) m ( o g( o))
0.45

_ —.cos(4a)ot - arctg(4wo ))
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Oblik dobijene funkcije je prikazano na slici

Oblik signala

Oblici signala koji se dobijaju po matematickim operacijama koje smo sproveli u ovom zadatku su
prikazani na slici

Oblik signala
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3. Diskretni signali i sistemi

Fizicke veli¢ine koje zavise od vremena nazivamo signalima. Po svojoj prirodi signale
delimo u dve kalse:

1. Deterministicki signali
Deterministicki signal je signal ¢ija je vremenska zavisnost poznata, tako da se njene vrednosti
mogu odrediti u bilo kom trenutku.

2. Slucajni signali.
Slucajni signal je signal ¢ija vremenska zavisnost nije poznata. Buduée vrednosti signala se
nemogu odrediti ali ako je signal poznat u proslosti tada se njena buduca vrednost moze proceniti
sa nekom verovatno¢om.

Signali ¢ija je vremenska zavisnost kontinualna nazivaju se kontinualnim signalima.
Analogni signali su vremenski kontinualni signali ¢ija amplituda moze biti bilo koja vrednost iz
nekog dozvoljenog opsega.

Vremenski diskretni signali su signali koje su definisane samo u diskretnim vremenskim
trenucima.Vazno je uociti da iz gornje definicije ne sledi da su vrednosti diskretnog signala jednake
nuli u onim tackama koje ne pripadaju skupu gore datih trenutaka. U tim trenucima vrednost signala
nije poznata a i nije od znacaja. Sa aspekta diskretne obrade signala potpuno je nevazno koje
vrednosti signal ima u tim trenucima.

Digitalni signal je diskretni signal Cija je amplituda takode diskretizovana.

Elementarni diskretni signali koje se Cesto koriste u diskretnoj obradi signala su:

Jedini¢ni diskretni impuls:

1bn=0
o[n]= .
0;n=0

Jedini¢ni diskretni odskoc¢ni signal:

Linearni diskretni signal:

a-nn=>0
r[n] = ;a =const. .
0;n<0

Eksponencijalni diskretni signal:

e[n]= ; A = const.,a = const. .

0;n<0
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Diskretni sistemi vrSe transformaciju diskretnog ulaznog signala x[n] u diskretni izlazni
signal y[n]. Transformacija se u matematickom obliku iskazuje

yn] = S{dnl},
gde je S{O} operator koji preslikava x[n] u y[n].
Sistemi se u opStem slucaju dele na linearne i nelinearne sisteme.

Linearni sistemi zadovoljavaju osobinu linearnosti tj.
yn]=S{a-x,[n]+ B x,[n]} = S{a - x,[n]}+ S{B - x,[n]} =
=a-S{x,[n]}+ B-S{x,[n]} = a- y,[n]+ B~ y,[n].
Osobina realizljivih linearnih sistema je da su kauzalni i stabilni.
Diskretni sistemi se mogu opisati
1. Relacijom ulaz-izlaz ( RUI).

RUI predstavlja diferencnu jednacinu koja definiSe vezu izmedu ulaznog i izlaznog
diskretnog signala ( pobude i odziva ), i ona je oblika

yn+ D e yfn-N=>.B, - yIn-mla,, B, €C.
=1 m=1

Zavisno od oblika RUI, diskretne sisteme delimo na:

1.1.Rekurzivne sisteme «, #0,3, #0,

1.2.Nerekurzivne sisteme o, =0,5, #0.

2. impulsnim odzivom diskretnog sistema 4[n].

Impulsni odziv diskretnog sistema predstavlja odziv sistema na jedini¢nu impulsnu
pobudu o[n].

Zavisno od duZine impulsnog odziva sisteme delimo na:

2.1.sisteme sa beskona¢nim impulsnim odzivom ( IIR — infinit impuls respons ),
2.2.sisteme sa kona¢nim impulsnim odzivom ( FIR — finit impuls respons ).

3. prenosnom finkcijom H(z),H(e’”).
Prenosna funkcija u potpunosti definiSe osobine diskretnog sistema u transformacionom
domenu. Ona predstavlja transfornmaciju impulsnog odziva.

Odziv sistema na poznatu pobudu se odreduje konvolucijom ulaznog signala (pobude) i
impulsnog odziva sistema. U transformacionom domenu transformacija izlaza je jednaka proizvodu
transformacije ulaznog (pobudnog) signala i impulsnog odziva (prenosna funkcija).
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Zadatak 3.1. Odrediti periodu slede¢ih diskretnih signala.
3 . T
a) s[n]=1;,Vn b) s[n]= cos(zn);—oo <n< 40w c) s[n]= sm(gn);n >0
3 . T 2r 2r
d) s[n]=5- cos(zn) +1.5- sm(gn);n <0 e)s[n]=78- cos(?n) +8.3- cos(?n);‘v’n

f) S[n]:ejgn;nzll g) s[n]=e’*";Vn

h)

a) Signal s[n] je prikazan na slici.

e e Sa slike se moze uociti da se vrednost signala ponavlja nakon svakog
diskretnog trenutka, pa je perioda signala jednaka N =1.

b) Po uslovu periodi¢nosti diskretnih signala s[n] = s[n+ N], mora da vazi jednakost

cos(%n) = cos(% (n+N)) = cos(%n + %N) za proizvoljno n,N € N .

Jednacina je zadovoljena ukoliko je %N =27k gde je k€ N, odnosno ako je N =§7rk. Kako

brojevi Ni k pripadaju skupu celih brojeva sledi da se uslov ne moZze zadovoljiti ni za koje
vrednosti N i k, pa stoga signal s[n] nije periodi¢an.”

* Kada bi tacke signala povezali kontinualnom krivom tada bi se uoCilo da tatka koja predstavlja kraj periode
kontinualne krive, se nalazi izmedu dva odbirka diskretnog signala. Medutim kako ta tacka nije deo diskretne
vremenske ose (vremensku osu ¢ini skup celih brojeva) to sledi da signal nije periodi¢an.
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¢) Analogno predhodnom zadatku za uslov periodicnosti se dobija

sin(% n) = sin(% (n+N))= sin(%n + %N) za proizvoljno n,N € N .

Jednacina se zadovoljava ako je %N =27k , odnosno ako je N =10-k gde je k € N. Najmanji

broj punih oscilacija signala s[#] se dobija za k =1, iz Cega sledi da je perioda signala N =10.

d) U zadatku pod b) smo pokazali da diskretni signal ¢ija ucestanost nije deljivo sa 7 neposeduje
osobinu periodi¢nosti, pa stoga ni zbirni signal s[n] nemozZe biti periodi¢an §to se vidi i sa slike
koja pokazuje segment signala u intervalu —100 < n <100.

e) Posmatrajmo posebno periodi¢nost pojedinih ¢lanova signala s[#].
Po uslovu periodi¢nosti za prvi ¢lan signala se dobija da je N, =6-k,, dok za drugi N, =8-k,.
Perioda zbirnog signala je broj N = N, = N, koji obuhvata minimalan broj punih oscilacija oba

podsignala. Minimalan broj punih oscilacija se dobija ako su k, =41 k, =3. Sledi da je perioda
signala s[n] jednako N =6-4=8-3=24.

f) Postavimo jednacinu za uslov periodi¢nosti diskretnih signala za posmatrani signal s[#n].

Pn o Seeny e AN
e =e =e e

. Jasno je da je jednacina zadovoljena ako je ej3 =1 odnosno ako
vazi %N =27k gde je k € N. Odavde se dobijadaje N=6-k;k e N.Za k=1 sledi da je perioda

signala s[n] jednako N =6.

Jj2n :ejZ(rH—N) :ejZn

g) Za uslov periodi¢nosti se dobija e -e/*"  Jednacina se zadovoljava ako je

e’*” =1, odnosno ako je 2N =2k za proizvoljno N,ke N. Vidi se da se ulsov nemoze

zadovoljiti za prirodne brojeve N i k pa sledi da signal nije periodi¢an.”

h) Posmatranjem signala prikazanog na slici moze se uociti da se signal ponavlja nakon izvesnog
broja

trenutaka. Broj trenutaka nakon cega sledi ponavljanje vrednosti je jednak 6 odnosno perioda
diskretnog signalaje N =6.

1) Analogno predhodnom zadatku posmatranjem signala moZze da se uocCi perioda diskretnog

signala koja
iznosi N =6.
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Zadatak 3.2.
a) Skicirati signal s[n]=s,[n]+s,[n] ako su
ignalis [n] = 5 (27r )y (] 5-n0<n<5s
signalis,[n] =5-cos(—n);Vn,s,[n]=
8 1 3 ? 0; drugde

b)

d)

Skicirati signale s'[n]=s,[n]—s,[n] 1 s"'[n] = s,[n]—s,[n]ako su signali
5+n-5<n<0 5+4n-5<n<0
s,[n]=

s,[n] = ,
5-n0<n<S5s 0; drugde

Skicirati signal s[n] = s,[n]-s,[n] za navedene slucajeve signala s,[n] 1 s,[n].
c.l) s;[n]=a";0<n <15, c.2) s,[n]=2";0<n<10, c.3)
5,[n]=3"0<n<15,

s,[n]=3;Vn. s,[n[=3",0<n<10. sz[n]:(—%) —10<n <.
Skicirati signal s[n].
d.1) s[n]=s,[n—n,] ako je s,[n]=100-5[n] 1 n, =100
d.2) s[n]=s,[n+5]—-s,[n—10]ako je s,[n]=a";0<n<15, s,[n] z(—lj —15<n <.
a

d.3) s[n]=s,[n]-u[n—10]+s,[n—10]-u[n] ako je s,[n]=3";n>0.

Skicirati konvolucioni signal s[#].
e.l) s[n]=9d[n]*d[n—n,]. e.2) s[n]=u[n]*o[n—-10]. e.3) s[n]=u[n]*u[n].

ed) s[n]=a" *u[n]. e.5) s[n]=a" *a".

Skicirati korelacioni signal s[#].

£1) s[n]=s,[n]*s,[-n], £2) s[n] = s,[-n]*s,[n],
s,[n]l=a";n=0. s,[n]=9d[n], s,[n]=05[n-13].
£3) sln]=s,[n]*s,[-n], £4) s[n]=s,[n]*s,[-n],
s, [n]= (:05(277Z nj;n >0, s,[n] = cos(z?ﬂnj;n <0,
s,[n] =uln]. s,[n] = sin(2 . n);n >0.

£.5) sln]=s,[n]*s,[-n],
s,[n]= cos[%znj; Vn,

s,[n] = sin(sfnj; Vn.
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a) Sabiranjem signala u odgovaraju¢im intervalima za rezultat se dobija

5cos(2—7zn)+(5—n);0 <n<5
s[n) = 3

2
SCOS(Tﬂ");dmgde o I I I I BTN E |

b) Nalazenjem razlike signala dobijamo da su signali

5-m1<n<s n-51<n<5
s'[n] = s'"[n] =
0; drugde 0; drugde
a"0<n<1 K
c.l) s[n]= 3-a’0<n<l3 ,za a =0.5 sledi slika : h
0; drugde [1
2".3"=6";0<n<l1
c2) sinj=4? 3 =O0=n<lI0
0; drugde :
LLn=0
3
c.3) s[n]= E;n =1 ‘
0; drugde

d). vremensko pomeranje

d.1) s[n]=100-5[n—100] - ‘ o ‘

ey L

78 Visoka Tehni¢ka Skola Strukovnih Studija, Subotica



jminich@het.vts.su.ac.yu Diskretna Obrada Signala

ez M

0; drugde

_Ja" + l —5<n<l1l1
s[n] = a
0; drugde

37":n>10

d.3 -uln—-10]=
) s[n]-uln ] {O;drugde

379 >10

0; drugde 1 [

o0 3 2

s,[n—10]-u[n] :{

37" 4370710 > 10
s[n] = I
0; drugde ) 1

e) konvolucija signala ( s[n]= isl [m]-s,[n—m]= isl[n —m]-s,[m] )

U slucaju signala sa slozenim analitickim opisom cesto se konvolucioni signal s[n] reSava
grafickim putem. U slede¢im primerima c¢e se primeniti ova metoda.

e.1) Neka je signal s,[m] = §[n]| _ =0[m]. Ovim smo signal 6[n] preslikali u m-domen u kome se

vr$i sumiranje signala (sumiranje po promenljivoj ‘'m’). Signal s,[n —m] se dobija na slede¢i nacin:

1. preslika se signal u m-domen i tako se dobija s,[m]=0[m—n,].
2. nalazi se signal s,[-m] koji predstavlja lik u ogledalu

s2

signala s,[m], tj. vrednosti signala sa negativhe se
perslikavaju na pozitvnu vremensku osu a sa pozitivne na
negativnu vremensku osu, kao lik u ogledalu.

3. pomeri se signal s,[—m] za neki proizvoljan korak *n’ ¢ime

se dobija signal s,[n—m](za n <0 signal se  pomera
ulevo n koraka, za n > 0 signal se pomera udesno n koraka).
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Oredivanje s[n] podrazumeva odredivanje njenih vrednosti za svako n odnosno za —oo <n <+,
Graficki se postupak moze predstaviti kao pomeranje signala s,[m] po mosi od —co do +o0,
nalazenjem proizvoda s,[m]-s,[n—m] 1 sabiranjem vrednosti dobijenih proizvoda. Za konkretni

primer se dobija jednacina s[n]= 25[m] -0[n—n, —m]. Na osnovu definicije jedini¢nih impulsa

se moze uociti da je proizvod u sumi razli¢ito od nule samo za n = n,, pa je zato i suma razlicita od
nule za tu vrednost, dok za ostale vrednosti n, proizvod pa i suma su jednaki nuli. Graficka
interpretacija : neka se odreduje vrednost signala u trenutku n =n, #n, tj. s[n=n,]. S obzirom da
se pomera samo signal s,[m], to ¢emo imati da je s,[n, —m]=0J[n, —n, —m]. Prikazimo oba
signala u istom dijagramu predpostavljaju¢i da je n, —n, <0. To znaci da je pomereni jedini¢ni
impuls lociran na levoj strani vremenske ose tj. za negativno m . Sa slike se vidi da se signali ne
preklapaju pa je njihov proizvod jednak nuli pa je 1 suma jednaka nuli. Signal s,[m] je razli¢ito od
nule tamo gde je signal s,[m] jednaka nuli, dok je signal s,[m] razli¢ito od nule tamo gde je signal
s,[m] jednaka nuli. Isti zakljucak se moze izvesti i za slucaj kada se signal s,[m] nalazi desno od
signala s,[m]. Predpostavimo da smo signal s,[m] pomerili tako da se signali preklapaju. Kako su
signali razli¢iti od nule za isti trenutak, to ¢e i njihov proizvod biti razli¢ito od nule, dok za ostale
trenutke proizvod je jadnak nuli. Kako postoji samo jedan ¢lan u sumi koji je razlicito od nule to ¢e
1 vrednost signala biti jednaka tom ¢lanu. Postavlja se pitanje za koju vrednost » ¢emo dobiti sumu
razli¢itu od nule, odnosno koliko treba da se pomeri signal s,[m] u odnosu na signal s,[m] da bi
dobili rezultat razli¢itu od nule. Kao $to je to ve¢ pre uo€eno signali se moraju preklapati. Signal
s,[m] je lociran u tacku m = 0. Ako se signali preklapaju tada je signal s,[m] isto lociran u toj

tacki tj. n—n,—m| =n—n,=0. Iz toga onda sledi da za trenutak n=n, vrednost sume je

m=0

Ln=n o NP
* . Rezultujuéi signal je zapravo jedini¢ni

razli¢ito od nule, odnosno za rezultat vazi s[n]=
0;n # n,

impuls pomeren za n, koraka ulevo ako je n, <0 ili udesno ako je n, > 0.

e.2) Neka su signali s,[n]=u[n] s,[n]=0[n—-10]. Za konvolucionu jednacinu se tada dobija

s[n] = Zu[m] -0[n—10—m]. Graficki prikaz oba signala za n = -5 je dato na slici.

m=—o0
Analogno predhodnom zadatku i u ovom slucaju je = ,| :
konvoluciona suma razli¢ita od nule samo tada kada se oba e e ||

signala preklapaju tj. kada se signal s,[m] nalazi desno od
tatke m = 0. Preklapanje signala pocinje od trenutka kada je
n —10—m|m=0 =0 tj kada je n=10 itraje do + .

Konvoluciona suma i sada sadrzi samo jedan ¢lan jer se ostali
¢lanovi zbog jedini¢nog impulsa mnoZe sa nulom, te je rezultat

.. 1; n 2 10 T fis 1o —;5 o é i
konvolucije s[n] = =u[n—-10].
0;n<10

slici 1. Ako se signali ne preklapaju tada je 1 proizvod jednak
nuli kao §to se to vidi i sa slike 1. Preklapanje signala nastaje u

trenutku 71 — m|m:0 =0tj. za n > 0 $§to je prikazano na slici 2. I I { X ] ] oz

e.3) Signalis,[m]=u[m] is,[m]=u[n—m] su prikazani na T I ‘ ‘ ‘ ‘

Il

—o =5 = =3
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Konvoluciona suma ¢e tada da glasi s[n] = iu[m] -u[ln—m]. : 7

Sa slike 2. se moze uocito da je donja granica sume m =0 jer [ [
signal s,[m] je razli¢ito od nule samo za pozitivne vrednosti m . == = 5 z 5
Gornju granicu sume odreduje signal s,[m]. Sa slike se vidi je oo
signal s,[m] razli¢ito od nule ako je m < n pa sledi da je gornja I [ [ [ N
granica sume m=n. Uvrstavanjem se dobija

s[n]zZl-l:n+l;n20.
m=0

n

a";n=0

e.4) Neka je signal Sl[m]z{ - drugde a signal s,[m]=u[n—m]. R [ [ [ [ I T T
’ o [11

Posmatrajmo signal s[n] posebno za interval —oo<n<0 i

posebno za interval 0<n<+oo. Za interval n <0 medusobni
polozaj signala s,[m] 1 s,[m] je prikazano na slici 1. dok za :
interval n >0 na slici 2. Analogno predhodnom zadatku sa slike l ] X :
1. se moze uociti da zbog nepreklapanja signala proizvod signala
je jednaka nuli, pa je i suma jednaka nuli. Iz ove analize T st 1
zakljucujemo da je signal s[n]=0;n<0. Preklapanje nastaje kada se

signal s,[m] pomeri za n > 0. Donju granicu sume opet odreduje : - =
signal s,[m] koji je definisan samo za m >0, pa zato sumiranje

poc¢injemo od tacke m =0. Gornja granica zavisi od polozaja : b T T
signala s,[m] odnosno u kojoj meri se signali preklapaju. Kao i u

je gornja granica sume m = n. Nakon ove analize konvoluciona
suma ¢e da glasi

predhodnom primeru signal s,[m] je razli¢it od nule za m <n pa IJ I [ I ]’ 777 °

n n
S[n]=2a’" -l=2a”’. Ova suma postoji samo za vrednosti
m=0 m=0

1_ n+l

|a| <1 1 ona je jednaka Zam = " . Za ostale vrednosti broja a, suma divergira ili osciluje
m=0 —a

oko vremenske ose. Na osnovu predhodne analize konacno dolazimo do reSenja

0O;n<0
_ _ o ntl
s[n]=91-a 20
l-a

e.5) Analogno predhodnim primerima signal s[n]=0za n <0 jer se signali ne preklapaju. Za n >0

signali se preklapaju pa je s[n]= Za'” a"" =a" -ZI =a" -(n+1). Odredivanje granica sume je
m=0 m=0

analogan predhodnim postupcima. Za a < —1 signal s[#] tezi ka beskonacnosti menjajuéi predznak

u svakom trenutku (slika 1). Za —1< a < 0 signal naizmeni¢no menja predznak i tezi ka nuli (slika

2). Za 0<a<1 signal je uvek pozitivan 1 tezi ka nuli (slika 3). Za a>1 signal tezi ka

beskonacnosti (slika 4).

Stika 1. - o Y e ® N * - ° Y sikaz N - e B L sukas B
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f) korelacija signala ( s[n] = ZSI [m]-s,[n+m] )

f.1) postupak reSavanja korelacione jednacine je sli¢an postupku za reSavanje konvolucione
jednacine. Bitna razlika je u signalu koja se pomera u odnosu na drugi fiksni signal. U slucaju
konvolucije smo imali da se jedan od signala preslikava kao lik u ogledalu i tako ulazi u
konvolucionu jednacinu. Kako se signal pomerao po vremenskoj osi to smo dobijali razli¢ite
vrednosti za rezultat trazene sume. Kod korealcione jednacine nema gore opisanog preslikavanja
nego se signal pomera za odredeni korak i tako ulazi u racun sume. Rezultat toga je da se sada
signal pomera u suprotnom smeru tj. krece se od desne strane ka levoj. Za n < 0 ima¢emo da se
signal nalazi na desnoj strani vremenske ose dok se za n > 0

nalazi na levoj strani vremenske ose.Posmatrajmo prvo intrval

n < O kOJlJe prlkazan na SllCl 1. ......... T ....... AR AR

Kako se signali preklapaju to je njihov proizvod razli¢ito od
nule pa je i suma razlicita od nule. NapiSimo izraz za sumiranje
iz koje ¢emo zatim da odredimo zavisnost signala s[n] od

0 0
vremena n<0. s[n]= Za’” ca " =g Zazm Granice su 1T

m=|n| m=ln SETTIRTEY = T . T 7o ¢, ........

ocigledne jer se signali preklapaju samo za n <m <+o0. Da bi

sumu resili u tabliénom obliku napisa¢emo je na slede¢i nacin st 1.
© © ‘n‘—l 1 1 2‘;1‘ 2‘;1‘
—a a
Zazm:zazm—2a2m=l T T 2 =1 - T T
m:‘n‘ m=0 m=0 —a —d —da : y E g
.y az‘n‘ In| a088a0000aaa0|[anaaaaan: Soaaaaaan
y .. i . : _
Konacno Se dOlea S[n]:a . 2 — 2 Za n<0. , .................. ..........
—a® 1-a - fro
. . . . . 7o
Posmatrajmo sada signal s[z] u intervalu n >0 1 medusobni : : : ,
poloZzaj signala koji je prikazan na slici 2. Kao $to se to vidi sa
slike donja granica sume je m=0 dok je gornja granica | .. . . S I .
m—> 0. Na oshovu ovoga | | S2 e .
0 0 an N ) :

_ mo__ntm o _ _n 2m T e Soononoanaoe EEEEEET
R Y o
m=0 m=0 —da T 7 & .
izraze signala s[n] za razliCite intervale n uocava se jedna bitna ~ " "

Stika 2.

osobina autokorelacionog signala : ako su diskretni signali realni
tada je njihov autokorelacioni signal uvek parna funkcija vremena.

"

Konacno se za signal moze napisati s[n] = 2 vn.

2 ;

f.2) UvrStavanjem signala u formulu korelacije signala dolazimo do ( I X ;] ﬂ[ : [ ;TW ;ﬁ

izraza s[n]= 25[m]-5[n—3+m]. Poznavajuéi osobine impulsnih

funkcija moiem:s_ew zakljuciti da je data suma razli¢ita od nule ako se M M M MM M MM 11

impulsi poklapaju tj. nalaze se na istom mestu.

Iz ovog uslova sledi n—3+m|m:0 =0pa se dobija da je n=3.

Ibn=3
0;drugde’

1l st 1.

Konac¢no imamo da je s[n] = {
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f.3) Korelaciona suma za ovaj primer ¢e da glasi s[n]= z cos(%zm)-u[njtm]. Posmatrajmo

m=—o0

sumu posebno za n >0 1za n < 0. Medusobni polozaj signala za sluc¢aj n < 0 je prikazan na slici 1.
Kao §to se to sa slike vidi, suma je razlicita od nule samo za m> |n| pa prema tome

s[n] = 21 . cos(zTﬂ m) . Primenom Ojlerovog obrazca i preuredivanjem sume se dobija

m={n|

[ Zm
2o 4o 3 e e o .. .
s[n]= Z—— ————— . Razbijanjem sume na parcijalne sume i primenom
m=0 2 m=0
tabli¢nih reSenja gornjih suma sledi
et waat
1 1 l-e 3 1 3
S[I’l] =5 2r 27 - 2z a 2z
-3 1-e'3 1-¢'3 1-e¢ *

Sredivanjem izraza u zagradi dolazi se do resenja

A ] 2e0sE ) - 20052 (- 1)
s[n]=—- + -1 3 . h
2 2z 2 2

l—e'3 1-e '3 2—2c0s(2;)

sin(2l|n| ~ 7y sin(%) sin(zl|n| -7
——l. 3 3 3 :—l 3 3 zan<0.

a 2 . 2 T 2 . T
simn‘(— sin(—
(3) (3)

Medusobni poloZzaj signala za interval n > 0 prikazana je na slici 2.

TraZzena suma ¢e tada biti s[n]zZl-cos(%rm). Primenom I [ ﬁ T [ T [ ﬁ [

Ojlerovog obrazca sledi " 1 : : :
L S BRI BIRIBIRI)
S[n] = ’;f = =5 ] 5 io is =0 z

2-2 cos(237z)

1 1 N 1 1 1
5 27 27 =5 5
Phoet anet ] P m2es® |
l;n >0
2
.2
Iz prethodne analize sledi da je s[n] = sm(—”|n| — E)
72_ 2
sin(—
(3)
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f.4) Analogno predhodnim primerima moze se zakljuciti da je v P TTITITITO
korelacioni signal za n>0 jednaka nuli jer se signali zbog svojih ... TTL’ T[T JT JT TL’ TL C‘)T L
oblasti definisanosti ne preklapaju kao §to je to prikazano na slici 1. Il

Za slucaj n <0 imamo delimi¢no preklapanje signala do tacke m = |n|

‘”‘ 1) o 10 20 30 a0

pa je stoga korelaciona suma s[n]= Zcos(—m) sin(2(m — |n|))

m=0 < e
. 2 . ‘ TT ...... 2 : : : :
Primenom smena a:Tﬂ , B =2 10jlerovog obrazca za sumu se TT e e
T - [Baas
dobija s[n]= Z 5 . T . Sredivanjem sume R
J

dolazi se do izraza

—JpIn|

e E o Pl
s[n] = Z( japym o e ﬂ)m)
=0

. (e./(a—mm +e—f(a+ﬁ>m)_
4] m=0

Koriste¢i tablicna resenja kona¢nih suma, dobijena suma se pretvara u oblik

4 ' 1—/@h + 1— e i@h _ /@B + |— e /@B

o [ giaplalsn y _ mitapnlsn | il [ gie sy i Al
4;j 1

—~jB|n| JBln|

Nakon mnozenja prve zagrade sa e i druge sa e i kombinovanjem prvog ¢lana prve
zagrade sa drugim c¢lanom druge zagrade i drugog c¢lana prve zagrade sa prvim ¢lanom druge
zagrade dobija se

,3

cos(a|n| +

7) cos(a|n|

s[n]=l~

sm(

) sin(

-p +ﬂ)
2 2

Nakon uvrStavanja a1 £ dolazi se do konac¢nog rezultata koji glasi

2r T /4 2r V4 V4
cos(? |n| + 3 I)- cos(2|n| ~3 +1) ) cos(?|n| + 3 +1)— cos(2|n| + 3 +1)

stnl= 4 sin(% +1) 4sin(§ 1)

0;n>0

Dobijeni korelacioni signal je prikazan na slici 2.

Gornja slika prikazuje korelacioni signal u Sirem intervalu, Y- - ool AR
dok donja slika prikazuje izdvojeni segment signala U s——sss——cso——sso——so——o—
intervalu —120<n <20. I sa grafikona i iz analiti¢kog
oblika signala moze da se zapazi da korelacioni signal nije
periodican.
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f.5) Konvoluciona suma za ova dva signala ¢e da glasi s[n] = Z cos(zTﬂ m)- sin(ST” (n+m)).

Primenom osnovnih trigonometrijskih transformacija suma se moze svesti na oblik

s[n] = sin(ST” n) { Z cos(— m) cos(— m)} + cos(— n)- { z cos(— m) sm(— m)}

m=—o0 m=

» cos(232ﬂ m)+ cos(7—7r m) » sm(327z m)— sm(— m)

. Sr 12 hY/4 1 12
=sm(—n)- E +cos(—n) - E
( 4 ) 2 ( 4 ) 2

m=— m=—0o0

Moze se uociti da su svi trigonometrijski diskretni signali pod sumom periodi¢ni sa periodom
N = 24. Razbijanjem sume na zbir parcijalnih suma po jednoj periodi signala t;.

o —(n+1)24+1 (n+1)24-1 too (r+1)24-1
D oglml= D glm]+-+ Zg[m]+2g[m]+ Zg[m +o+ Doglml=> > glm].
m=—o m=—n24 m=-24 m=24 m=n24 r=—00 m=r24

Izdvojimo iz niza parcijalnih suma tu koja sumira vrednosti periodi¢nog trigonometrijskog signala u
23

njenoj osnovnoj periodi, to je z g[m]. Neka je g[m]= sin(213—2ﬂm) . Za g[m] se moze izabrati bilo
m=0

koji gore navedeni signal, zakljucak koji ¢e da sledi vazi za svaki od tih signala. Vrednosti koje ¢e

signal poprimati u datoj periodi za razlicite vrednosti m su sledece

- 0,-0.258,-0.5,-0.707,-0.866,—0.965,-1,-0.965,-0.866,-0.707,-0.5,-0.258;0
| 0,40.258,40.5,+0.707,40.866,+0.965,+1,+0.965,+0.866,+0.707,+0.5,4+0.258 |

Ako sumiramo vrednosti signala po celoj periodi vidimo da se za rezultat dobija nula. Kako je
signal periodi¢an, njene vrednosti se ponavljaju za svaku parcijalnu sumu, te ¢e svaka parcijalna
suma, analogno predhodnom, biti jednaka nuli. Sledi da su vrednost pojedinih beskona¢nih suma
jednake nuli tj.

s[n] =sin(57”n)~0+cos(57”n)~0 =0. Iz dobijenog rezultata se moze zakljuciti da je korelacija

gore navedenih signala jednaka nuli za bilo koju vrednost n tj. s[n]=0;Vn."

Gore navedeni zakljuCak smo izveli u vremenskom domenu primenom nekih od trigonometrijskih
adicionih transformacija. Do istog zakljuc¢ka ¢emo do¢i 1 u slede¢em poglavlju gde ¢emo analizu
sprovesti u transformacionom domenu signala.

" Gore izvedenoj sumi se moze dati i drugacije tumacenje: suma neke funkcije po nekom intervalu predstavlja srednju
vrednost date fumkcije. Svaka od gornjih trigonometrijskih signala ima istu periodu i simetri¢ne su u svakoj periodi na
diskretnu vremesku osu. Kako su one simetri¢ne po svakoj periodi te njihova srednja vrednost mora biti nula po svakoj
periodi pa je zato i njihova beskonac¢na suma jednaka nuli.
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Zadatak 3.3. Za svaki od sledec¢ih sistema odrediti dali je sistem stabilan, kauzalan, linearan,
vremenski nepromenljiv, bez memorije

a.l) S{x[nl}=g[n]-x{n],  a2) Six[n]}= Zn:x[k], a.3) S{x[n]}= Zox[k],
a.4) S{x[n]}=x[n-n,], a.5) S{x[n]}=e"", a.6) S{x[n]}=a-x[n]+b,
a.7) S{x[n]} = x[-n], a.8) S{x[n]}=x[n]+3-u[n+1].

a.1) Uslov stabilnosti:
Sistem je stabilan ako se na bilo koji ogranicen ulaz ( |x[n]| < B, <) na izlazu sistema dobija

ogranicen odziv tj. |y[n]| <B, <.

Neka je y[n]=S {x[n]} = g[n]- x[n] odziv sistema na ograni¢enu pobudu (|x[n]| < B, < ). Po datoj
definiciji sledi | y[n]| = | g[n]- x[n]| = | g[n]|-|x[n]| < | g[n]| -B_. Ukoliko je 1 sekvenca g[n] ograni¢ena
tj. |g[n]| < B, <o tada je |y[n]| = |g[n]|-|x[n]| < B, -B, < tj. zakljuCujemo da je sistem ograniCen

jer je 1 njegov odziv ogranicen.

Uslov kauzalnosti:
Sistem je kauzalan ako se za bilo koji proizvoljno odabrani trenutak n, izlazni signal u trenutku

n = n, zavisi samo od vrednosti ulaznog signala u trenucima n < n,,.

Primenom gornjeg uslova na dati sistem, dobija se da je za trenutak n =n, izlazni signal jednak
y[ny,]=gln,]-x[n,] tj. da vrednost izlaznog signala za posmatrani trenutak zavisi samo od
vrednosti sekvence g[n] 1 x[n] u posmatranom trenutku. Znaci sistem jeste kauzalan.

Uslov linearnosti:

Klasa linearnih sistema je definisana principom superpozicije.

Ako su y,[n] i y,[n] odzivi na pojedine pobude x,[n] i x,[n]respektivno, tada je sistem linearan
ako i samo ako vazi

St [n]+ x,[n} = Stx, [} + S, [nl} = yy[n]+ y,[n]
S{a . x[n]} =a- S{x[n]} =a-y[n]
gde je a proizvoljno odabrana konstanta.
Prva osobina se naziva osobinom aditivnosti dok je druga, osobina homogenosti ili drugacije

osobina skaliranja.
Analizirajmo prvo osobinu aditivnosti. Tada se dobija

St [n]+ x,[n]} = gln]-[x,[n] + x,[n]] = g[n]- x,[n] + gln] - x,[n] = y,[m] + s [n]
iz ¢ega zakljucujemo da sistem zadovoljava osobinu aditivnosti.

Za osobinu homogenosti dobijamo S{a . x[n]} =g[n]-a-x[n]=a-g[n] -x[n]=a-y[n] iz Cega se
vidi da sistem zadovoljava datu osobinu. Kako sistem zadovoljava date uslove sledi da je linearan.

86 Visoka Tehni¢ka Skola Strukovnih Studija, Subotica



jminich@het.vts.su.ac.yu Diskretna Obrada Signala

Uslov vremenske invarijantnosti:

Za sistem se kaze da je vremenski invarijantan ako se za vremenski pomerenu pobudu na izlazu
dobija odziv vremenski pomerenu za istu velicinu.

Neka je n, <0 vremenski pomeraj ulaznog signala koji se dovodi na ulaz testiranog sistema. Tada

je S{x[n - no]} =g[n]-x[n—ny)# y[n—n,]=g[n—n,]-x[n—n,] iz cega sledi da sistem nije
vremenski invarijantan.

Uslov koji definiSe sistem bez memorije:

Sistem je bez memorije ako se vrednost izlaznog signala u bilo kom trenutku n zavisi samo od
vrednosti ulaznog signala u istom trenutku n .

Iz definicije sistema se vidi da izlaz u trenutku n zavisi samo od proizvoda sekevnce g[n] 1 x[n] u

istom trenutku te sledi da je sistem bez memorije.

< Z|x[n]| < ZBX =B_-(n—n,). Iz dobijene jednakosti sledi da

k=n, k=n,

S (k]

k=n,

a.2) Stabilnost: | y[n]| =

ako n — oo tada i | y[n]| — o0, te sistem nije stabilan.

Kauzalnost: Za proizvoljno n=n, imac¢emo

y[n )= Zx[k]:x[n0]+x[n0 +1]+---+x[n, —1]+ x[n,]. Kao $to se vidi izlazni signal u datom

k=n,
trenutku zavisi samo od predhodnih vrednosti ulaznog signala tj. n, < n < n,. Te zakljucujemo da je
sistem kauzalan.

Linearnost: Obuhvataju¢i obe ososbine linearnosti u jednu jednacinu, dobijamo da za linearne
sistema vazi

Sta-x,[n]+b-x,[n]} = S{a-x,[n]}+ S x,[n]} = a- S{x,[n]}+b- S{x,[n]} = a- y,[n]+b- p,[n].

Primenimo dati uslov na posmatrani sistem. Dobijamo jednacinu

n

Sla-x,[n]+b-x,fnll = Yla-x K] +b x| =a- Y x[k]+b- Y v,k =a-y,[n] +b- y,[n]

k=n, k=ny k=n,

iz koje sledi da je posmatrani sistem linearan.

Vremenska invarijantnost:

n—n n—n

y[n—n]= Zx[k]:x[n0]+---+x[n—nl]¢ Zx[k]:x[no—n1]+---+x[n—n1].

k=ny, k=ny—n,

Iz dobijene relacije sledi da sistem nije vremenski invarijantan.

Sistem bez memorije: y[n]= ZX[k] =x[n,]+x[n, +1]+---+x[n—1+x[n]. Kao Sto se vidi
k=n,

trenutna vrednost odziva zavisi 1 od predhodnih vrednosti ulaznog signala, te sledi da dati sistem

nije bez memorije.

Visoka Tehnicka Skola Strukovnih Studija, Subotica 87



Diskretna Obrada Signala jminich@het.vts.su.ac.yu

n+n

S ¥k

k=n—ny

n+n, n+n
< Zx[k]|< ZBX =B (n+n,—-n+n,) =B 2n, <. Kako je

k=n—-n, k=n—-n

a.3) Stabilnost: |y[n] =

odziv ogranicen za bilo koje » sledi da je dati sistem stabilan.

Kauzalnost: Za trenutak n = n, odziv sistema je
y[n 1= Zx[k] =x[n, —ny]+x[n, —n, +1]+---+x[n, +n, = 1]+ x[n, +n,].

k=n;—n,
Ocigledno sistem nije kauzalan jer izlazni signal u trenutku »n =n, ne zavisi samo od vrednosti
ulaznog signala u predhodnim trenucima (n, —n,,n, —n, +1,n, —n, +2,....,n, —n, +n, =n,) vec i

od vrednosti u buduéim trenucima (n, +Ln, +2,n, +3,...,n, + n,).

Linearnost: Primenom uslova linearnosti dobija se izraz

S{a-xl[n]+b-x2[n]}: ,Hznf[a'xl[n]"‘b'xz[n]]:a' ,Hzrlf)xl[n]+b' Hznfxz[n]:a'yl[n]"'b'yz[n]-

Dati sistem zadovoljava uslov linearnosti te sledi da je sistem linearan.

Vremenska invarijantnost: Za proizvoljnu pomerenu ulaznu pobudu dobjamo

n—n;+n,

S{x[n—nl]}: Zx[k]=x[(n—nl)—nO]er[(n—nl)—no+1]+---

+x[(n—n)+n, =1]+x[(n—n)+n,]=y[n—n].

ZakljuCujemo da je sistem vremenski invarijantan.
Sistem bez memorije: Kako izlazni signal zavisi 1 od predhodne vrednosti ulaznog signala

zakljucujemo da posmatrani sistem nije bez memorije.

a.4) Stabilnost: Ako na ulaz dovedemo ogranic¢enu pobudu tada na izlazu dobijamo isto ogranicen
odziv tj. | y[n]| = |x[n -n, ]| < B, <, te sledi da je sistem stabilan.

Kauzalnost: Odziv sistema u trenutku n =n, je y[n,]=x[n, —n,] tj. zavisi samo od predhodne
vrednosti ulaznog signala pa je stoga sistem kauzalan.

Linearnost: Primenom uslova sledi
S{a -xl[n]+b-x2[n]}: a-x[n—ny]+b-x,[n—nyl=a-y[n]+b-y,[n].
Pa zakljucujemo da je sistem linearan.

Vremenska invarijantnost: Za proizvoljno odabranu vrednost n, odziv na pobudu x[n—n,] ce
biti y'[n]=x[(n—n,)—n1=x[(n—n,)—n,]= y[n—n,] paje sistem vremenski invarijantan.

Sistem bez memorije: Po datom opisu sistema, trenutna vrednost odziva zavisi od neke od
predhodnih vrednosti pobudnog signala pa stoga sistem nije bez memorije.
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o7 |xn]

a.5) Stabilnost: [y[n]| = < e” <. 1z formule sledi da je sistem stabilan.

<e

x[m]

Kauzalnost: Odziv sistema u proizvoljno odabranom trenutku n=n, je y[n]=e tj. zavisi

samo od vrednosti ulaznog signala u istom trenutku, pa sledi da je sistem kauzalan.

a-x[n]+b-x,[n] — ea-xl[n] b-x,[n]

Linearnost: S{a-x,[n]+b-x,[n]}=e e #a-e"" +b.e2" Kao $to se vidi

sistem ne zadovoljava uslov linearnosti.

Vremenska invarijantnost: Za proizvoljno vremenski pomereni ulazni signal na izlazu se dobija
odziv e = y[n - n,] koji je pomeren u vremenu za istu vrednost. Sledi da je sistem vremenski

invarijantan.

Sistem bez memorije: 1z uslova kauzalnosti smo zakljucili da vrednost odziva u proizvoljnom
trenutku zavisi samo od vrednosti pobude u istom tom trenutku tj. sistem ne pamti predhodne
vrednosti ulaznog signala. Sledi da je sistem bez memorije.

a.6) Stabilnost: 1z jednagine |y[n]|=|a-x{n]+b|=|a-x[n]+b=a-|x[n]+b<a B, +b<o sledi

da je posmatrani sistem stabilan.

Kauzalnost: U proizvoljno odabranom trenutku odziv sistema ¢e biti y[n,]=a-x[n,]+ b, $to nam
ukazuje, analogno predhodnom zadatku, da je sistem kauzalan.

Linearnost:

S{a1 -x,[n]+a, -xz[n]}: a-[cz1 -x,[n]+a, -xz[n]]+b #a, -[a -xl[n]+b]+ a, -[a -xz[n]+b].
ninl va[n]
Iz date nejednakosti se zakljuCuje da posmatrani sistem nije linearan.

Vremenska invarijantnost: Za proizvoljno vremensko pomeranje ulaznog signala na izlazu se
dobija y'[n]=a-x[n—n,]+b=y[n—n,] pomereni odziv u vremenu za istu vrednost, pa je zato

sistem vremenski invarijantan.

Sistem bez memorije: Kako vrednost odziva sistema na proizvoljnu pobudu u proizvoljnom
trenutku zavisi samo od vrednosti pobude u istom trenutku, zakljuCujemo da je sistem bez
memorije.

a.7) Stabilnost: Kako je | y[n]| = |x[—n]| < B, <o sledi da je sistem stabilan.

Kauzalnost: Po definiciji kauzalnosti moze da se zaklju¢i da sistemi koji poseduju osobinu
kauzalnosti ne mogu da vrSe predikciju izlaznog signala, ako je poznat ulazni signal do nekog
trenutka tj. nemaju osobinu predvidanja odziva na osnovu dotad poznatih vrednosti pobude.
Predpostavimo da smo ulazni signal posmatrali u beskona¢no dugom vremenskom intervalu. Neka
je trenutak kraja posmatranja odabran tako da se nalazi u tacki » = 0 na diskretnoj vremenskoj osi.
Tada su nam poznati vrednosti pobude za n < 0. Odredimo vrednost odziva za proizvoljno n >0
tako da su nam vrednosti u predhodnim trenutcima nepoznate. Neka je taj ternutak n=n, > 0. Iz

definicije sistema sledi da je odziv y[n,]= x[-n,] tj. da su vrednosti odziva u budu¢im trenucima
ve¢ odredene vrednostima pobude do trenutka posmatranja. Pa sledi da sistem nije kauzalan jer na
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osnovu predhodno posmatranih vrednosti pobude uvek se moze predvideti buduca vrednost odziva
sistema. Posmatrani sistem ima osobinu preslikavanja proslosti u buduénost.

Linearnost: 1z uslova linearnosti

S{a-xl[n] +b-x2[n]}: a- S{xl[n]}+b . S{xz[n]}z a-x,[-n]l+b-x,[-n]=a-y[n]+b-y,[n]

sledi da je posmatrani sistem linearan.

Vremenska invarijantnost: Po uslovu vremenske invarijantnosti zakasnela pobuda na ulazu

sistema treba da da zakasneli odziv na izlazu sistema za isti vremenski pomeraj. Predpostavimo da
smo pobudni signal zakasnili za izvesno vreme x[n—n,]. Tada je odziv y[n]=x[—(n—n,)] Sto

nam pokazuje da odziv prednjaci isto toliko vremena. Znaci sistem nije vremenski invarijantan.

Sistem bez memorije: Sistem nije bez memorije jer se vrednosti odziva odreduju na osnovu
predhodno posmatranih vrednosti pobude.

a.8) Stabilnost: 1z |y[n]| = |x[n] +3- u[n]| < |x[n]| +3- |u[n]| < B, +3 <o sledi da je sistem stabilan.

Kauzalnost: U proizvoljno odabranom trenutku »n = n, odziv sistema je y[n,]=x[n,1+3-u[n,] t).
ne zavisi od buducih vrednosti pobudnog signala. Sledi da je sistem kauzalan.

Linearnost:
Sla-x,[n]+b-x,[n]}=a-x,[n]+b-x,[n]+3-uln] # a-x,[n]+3-uln]+b-x,[n]+3-uln]
tj. sistem nije linearan.

Vremenska invarijantnost: Za proizvoljno vremenski pomereni ulazni signal x[n —n,] na izlazu
sistema se dobija odziv y'[n]=x[n—-ny]+3-u[n]#x[n—ny,]+3-u[n—n,]=y[n—n,] koji nije
vremenski pomeren signal. Zaklju¢ujemo da sistem nije vremenski invarijantan.

Sistem bez memorije: U razmatranju uslova kauzalnosti ve¢ smo ukazali na ¢injenicu da odziv
sistema zavisi samo od trenutne vrednosti pobude, te je stoga sistem bez memorije.
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4. Spektar diskretnih signala

Po definiciji signali su fizicke veli¢ine zavisne od vremena. Medutim njihov opis u
vremenskom domenu, bili oni analogni ili diskretni signali, predstavlja mnogo sloZeniji problem
nego $to se to na prvi pogled ¢ini.

Da bi se izbegli problemi oko vremenske reprezentacije signala, primenjuju se posebne
transformacione tehnike. Uloga transformacionih tehnika je da vremenski signal preslika u
transformacioni domen i da se u tom domenu pomocu neke, u opstem slucaju kompleksne, funkcije
opiSu osobine signala.

Kao najjednostavniji primer bi se mogao navesti prikaz naizmeni¢nih elektri¢nih veli¢ina
(struja, napon) pomocu kompleksnih brojeva 1 vektora. Mada se to ne isti¢e na osnovnim studijama,
ali ona jeste jedan nacin transformacije vremenskih signala. Pomocu nje vremenski signali se
prikazuju kompleksnim vektorima ¢ime se sve sloZene operacije u vremenskom domenu svode na
proste algebarske 1 vektorske operacije.

Za analogne signale Cesto koriS¢ene transformacije su Laplasova transformacija koja
omogucava analizu signala u prelaznom rezimu, zatim Furijeova transformacija ( kao specijalan
slu¢aj Laplasove transformacije ) za analizu signala u frekvencijskom domenu, itd.

Transformacije koje sluZe za analizu diskretnih signala su:

- Z-transformacija ( analogne uloge Laplasovoj transformaciji )
- dvostrana (bilateralna) Z-transformacija

X(z)= D Aln]-z™",
- jednostrana (unilateralna) Z-transformacija

X(z)= ix[n] z "

n=0

- Inverzna Z-transformacija
1 n—1
x[n] :—'-§X(z)-z -dz .
2 %
- Furijeova transformacija diskretnog signala ( FTD )
X(e”) = Zx[n] e,
- Inverzna Furijeova transformacija diskretnog signala ( IFTD )

1 ~ . .
x[n]l=—- | X(&’?) e’ - dw.
[n] 2ﬂ_jﬂ (€’)
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Pojavom namenske racunarske arhitekture ( DSP procesori ) FTD je izrastao svoj teorijski
znaCaj. Medutim nedostatak njene prakticne primene je ta §to za rezultat daje kontinualnu
kompleksnu funkciju, koja je nepogodna za smestaj u memoriju procesora. ReSenje ovog nedostatka
je predstavljala diksretizacija spektra signala ¢ime je nastala diskretna Furijeova transformacija (
DFT).

- Diskretna Furijeova transformacija ( DFT )

2
j—-n-k
J N

N-1 _
X[k]=> x[n]-e k=01,...N—-1,
n=0

- Inverzna diskretna Furijeova transformacija ( IDFT )

N-l 2Tk
xnl=Y Xlkl-e'V ;n=0l..,N-1.

n=0

Ova transformacija je dala kasnije i osnovu za pojavu nekih drugih transformacija, sa boljim
1 ekonomicnijim osobinama u racunksom smislu, kao §to su:

- diskretna Hartlejeva transformacija,
- diskretna kosinusna transformacija,
- Karhunen-Leve transformacija,

- brza Furijeova transformacija,

- itd.

Ovo poglavlje ima cilj da da uvid u primenu osnovnih transformacijonih tehnika i da pokaze
neke osnovne metode reSavanja problema iz ove oblasti.
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Zadatak 4.1. Odredit Furijeovu transformaciju sledec¢ih diskretnih signala (FTD)

a) s[n]=1,Vn. b.) s[n]= cos(%-n);Vn. c.)

s[n] = sin(% n);n=>0.

d.) s[n]=5- cos(% -n)+1.5- sin(% n);n<0. e.) s[n]=738- cos(%[n) +8.3- cos(%[ n);,vn.

5-n0<n<Ss

f.) s[n] = s,[n]+s,[n] ako su s,[n]= 5-cos(27”n);Vn 1s,[n] :{ 0: drued
;drugde

) s(n] (] (n] ak (] 54n-5<n<0 . | 5+4n;-5<n<0
) s[n]=s,[n]—s,[n] ako su s,[n] = 1s,[n]=
g ! ? ! 5-nm0<n<sS : 0; drugde
h.) s[n]=s,[n]-s,[n] akosu s,[n]=a";0<n <151 s,[n]=3;Vn.

1.)s[n]=s,[n—n,] ako je s,[n] =100-06[n] 1 n, =100.

j.) sln] =s,[n]*s,[n] = isl[m] -§,[n—m] za sluCajeve

m=—oo

j.1) s,[n] = 5[] j2) s,[nl=uln] i3) s,[nl = uln]

s,[n]=0[n-n,]. s,[n]=d[n—-10]. s,[n]=a";n>0.

k.1.) s[n]= isl[m]-sz[n-i-m] ako je s,[n]=s,[n]=a";n2>0.

m=—oo

k.2.) s[n]= isl[n+m]~s2[m] ako je s,[n]=0[n] 1 s,[n]=0[n-3].

m=—o0

k.3.) s[n]= isl[m]‘sz[n%rm] ako je s,[n]= cos(zT”n);Vn s,[n] =sin(57”n);Vn.

m=—o0

1.) Resavanje diferencnih jednacina pomoc¢u FTD za slucaj sa nultim po¢etnim uslovima.
3 1 .
1.1) y[n]—z-y[n—1]+§-y[n—2] =2-x[n—1] ako je x[n] = o[n],

1.2) y[n]-5-y[n—1]1+6-y[n—2]=2-x[n] ako je x[n]=0o[n] 1 x[n]=u[n].
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a.) Signal s[n] ne zadovoljava uslov Z|x[n]| <o te stoga njegovo FTD ne moze u klasi¢nom

smislu da
se izvede. Medutim nekim transformacijama moZze se pokazati da FTD ovog signala ipak postoji.
Ako se signal prikaze u grafickom obliko uocava se da signal predstavlja beskona¢ni niz vremenski

pomerenih diskretnih Dirakovih impulsa tj. s[n]=1= 25[11—/(]. Nadimo sada FTD signala u

k=—0

ovom obliku. Tada se dobija S(jw)= D s[n]-e™” =Y > S[n—k]-e* . Zamenom redosleda

n=—0o0 n=—ow0 k=—o0

sumiranja dobijamo S(jw) = Z Zé‘[n —k]-e " = Ze’ﬂ“" .
k=—0

k=—00 n=—o0

Iz telekomunikacija je poznata veza » e’ =) e == Z S(w—n- —) pa za vrednost

n=—o n=—ow =—o0

T =1 dobija se S(jow)=2x- Zé‘(a}—k-27z). S obzirom da je FTD bilo kog signala periodi¢na
k=—0

funkcija po promenljivoj normalizovane ucestanosti @ sa periodom 27, tada je dovoljno

posmatrati FTD spektar signala u njegovom osnovnom opsegu u o € [-7,+x] ili @ €[0,+27]. Te

je stoga FTD signala datog u primeru jednaka S(jw)=27-0(w);—7 <w <+x tj. FTD spektar

diskretnog signala je Dirakov impuls lociran u tacki @ =0. Dobijeni rezultat je logi¢an jer

posmatrani signal ima samo jednosmernu komponentu te ni spektar takvog signala nemoze da ima
komponente na drugim normalizovanim uéestanostima osimza @ =0.

—jnw

b.) NapiSimo izraz za FTD signala. S(jw) = z cos(— n)-e

n=

transformacije ovaj izraz se svodi na oblik

. Primenom Ojlerove

S e R s

n=—mw

Sume u ovom izrazu su one poznate od predhodnog zadatka te dobijamo da je FTD jednak
S(jow)=— 5(60——) 7 5(a)+—) 7[5(a)+—)+7r5(a)——) —T<w<+7x.

Iz ovog primera se moze zakljuciti bitna razlika izmedu spektra kontinualnih i diskretnih signala.
Naime spektar kontinualnih signala predstavlja niz periodi¢nih komponenata (signala) koje sadrzi
signal. Medutim kod diskretnih signala to nije slucaj jer komponente na nekim normalizovanim
ucestanostima nemoraju da daju periodi¢ne diskretne signale u vremenskom domenu. Dati signal
ima diskretni FTD spektar medutim ovoj komponenti ne odgovara periodi¢ni diskretni signal kao
Sto smo to pokazali u prvom poglavlju.

. V4
—Jj(w+—)n
J( 5)

. . .. .. 1 & =D
c.) Primenom Ojlerove transformacije za FTD se dobija S(jo) = 726 E —726
Resenje ovog tablicnog izraza ¢e biti

sin(™)
o 1 1 1 1
SGo) =5 T -— 2

Jy_ e 2j 1—e s 2 cos(@) —COS(%)
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0

d.) Izraz za FTD glasi S(jw) = Zs[n] e " = z {5 cos(—n) +1.5sin(— n)} /" Rastavljanjem

n=—w n=

sume na parcijalne oblike dobija se S(jw)==35 Z cos(—n) e’ +1.5 z sm(—n) e ",

n=—0w0 n=—0

Primenom Ojlerovog obrazca i smene / = —n sledi

n=—x n=-—o0o

o0

5| & Jlo- )z = J(m ) 1.5 j(w 1(w+ )1
—z{z S }2]{2 3

=0 =0 1=0 1=0

Dobijene sume u zagradama predstavljaju tabli¢ne izraze pa je tada kona¢no resenje dato u obliku

=/ -cos() s sin(7%)
e 4 2. 2 o € [-m4r).

S(jo) =
cos(w) — cos(i) 2 cos(w) — cos(%)

R
2

e.) Analogno predhodnim primerima imac¢emo da je F7D{s[n]} jednako

o0

S(jw) = z [7.800s(2?ﬂn) +8.3 cos(%zn)} e =178 z cos(—n)e ne 483 z cos(—n)e*”“”

n=—x n=—0w n=—0

Primenom Ojlerovog obrazca dobijamo

3 —j(w+%”)n

7.8 & ciDm 7.8 & i@ 83 & i
S(j(()):TZej 6 +726] 6 +7 ej 8 4

|oo
Ms
[

n=—00

Posmatrajuéi spektar u osnovnom intervalu za rezultat se dobija
S(jw) =178 18w +2?”) +83-75(w +%”) +8.3-75(w —%”) +7.8-18(w —%”);—z <w<r.

f.) U predhodnim primerima smo videli da je FTD zbira signala jednaka zbiru FTD-a pojedinih
signala tj.

o0

S(0)= Yl n]+snl]- ¢ = Zs [n]-e 7 + Y s,[n]- e =S, (jo) + S, (jo) .

n=— n=—0

Primenom ove osobine dobijamo

Sl(ja))=5'7[5(&)+2?ﬂj+5-ﬂ5(a)—?j;—ﬂ'360Sﬂ'

n=0

. 5 ) 5 ] d 5 ' 6e—j6w _e—jw
Si(e") = 25 =m)- e =5 Y e D —j-—{Ze‘-’”‘”}—
n=0 = —e
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Konac¢no reSenje Ce biti

—jo

—jéo
S(ej‘”)=5-7z5[a)+27ﬂj+5-7r§(w—27ﬂj+—6e c

[ — TS OSHT.
l—e_"”]

5
[5-n]-e =>[5+n]-e”" . Razvojem date

0
=5 n=1

2) S = Yls—nl-e "+ 3 [5n]- e -

sume dobija se reultat u obliku

n

S(e’)=4e +3e 7 42 e n<w <.

h.) Odredimo prvo opsti oblik FTD-a proizvodu dva diskretna signala t;.

S(e’) = i[sl[n]sz[n]}e_jm .

n=—0

Poznato je da je inverzna Furijeova transformacija diskretnog signala (IFTD)
s[n] = L .TS(e-’”’ Ve dw .
27 7
Primenimo ovaj izraz na signal s,[n]. Tada je FTD

S(e’”) = i {i ].Sl (e’*)e’dQ - s, [n]} e

n=-ow T

Kako su suma i integral kona¢ni, zamenom matematickih operacija se dobija

S(e’) = i [s <ef“){ > s,[n]- e }dQ - i [5,(e7)- 5,7 ) - dar =5, (") # 5, (") .

8, (e )

Odavde zaklju¢ujemo da je FTD spektar proizvoda dva signala jednaka periodi¢noj konvoluciji
FTD spektara pojedinih diskretnih signala. Primenjujuci ovu osobinu prvo ¢emo da odredimo
FTD spektar pojedinih signala. Tako dobijamo da su FTD spektri pojedinih signala jednaka

16

15 15 -jo
joy _ —jno _ —jo | _ 1T .
S ® n ) jo | 1 [a'e ] < <
(e )—Ea e —E a-e =—————7<wn
n=0

pry l—a-e™”

S,(e™)= >3- =3-275(w);-r<w<7.

n=—o

Odnosno da je spektar proizvoda signala jednak

1—[a-e’j”]16

_ja)

3-27[”1—[61-6’-/9]16
- 2 I s

-

S(e’) 0(w—-Q)-d2=3- T <o+,

l—a-e l—-a-e
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1.) Izvedimo prvo izraz za FTD vremenski pomerenog signala. Neka je s'[n]=s[n—n,]. Tada je
FTD jednaka

) © oo
Sv(eja)) — ZSV[n]e—jna) — zs[n_no]e—jnw izlr(l;zg _ zs[k]e—jm(szn) _
n=—® n=-o k=—0

— e‘jnow zs[k]efjkw — e—jnﬂa)S(ejnw) ‘

k=—0
Odavde sledi da je FTD spektar trazenog signala

S,(e’)=100-e " —r<w<r.

j.) Izvedimo FTD spektar izraza s[n]=s,[n]*s,[n] = Zsl[m] “S,[n—m]= Zsl[n —m]-s,[m].

m=—x

Dobjamo da je S(e’”) = z [ ZSI[m] -8,[n— m]} .e”"” . Zamenom redosleda sumiranja sledi izraz

n=—00 [ m=—00

o0 o0
Se’”) = Z s,[m] { S,[n—m]- -e”"“’] Pro$irimo izraz u zagradi sa e/ -e/"” =1 §to ¢e da da
—o0

m=—owo n=

o0

SE”)= 3 sml-e | Ys,ln-ml-e | = S, () Y s [m]-e " = 5,(e")- Sy(e'”)

m=— n=—0w0 m=—0

5,(e’) 51(e’)

Odavde sledi da je FTD spektar konvolucionog signala jednaka proizvodu FTD spektra
pojedinih signala. Za date primere ima¢emo:

D
S,(e”)= Y onl-e” =l-r<w<w | | | |
w = S(e’)=8,(e")-S,(e")=e™-r<w<rx
S,(e) = S Sln-n]-e " = <w<n

-2)
S, (e’ = iu[n]e‘-’"‘” = 275(w) +

= —e

. = S(e’) =276 (w) + —
S,(e") = > Sln—10]e " = e (1—e7)

—jo ; -j10@

(0|S7z.

9

=—0

j-3)
Si(e’”) = Y ulnle™” =278(w) + —;
e 0 1 1_ ¢ ' = S(ejw) = 1272- 5(a))+ (1 _/(UIXI _ffz)); C!)| S 4
S joy — n —jn(u:+; —a —ae —e
() ,,:Zwa ¢ 1—ae™”
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k.1) Izvedimo opsti izraz za FTD spektar trazenog signala.

o] 0

SEe*)=Y [ isl[m]-szmm]]e‘f”” =X sl[m]{Zsz[n+m]-e-f<"“">”]eﬂ"” -

Nn=—00|_m=—00 m=—00 n=—00

= Y[ Sa(e) e =S2<ef”>-[§sl[m]-e-f’"“} =57(e)-5,(e")

Ako su signali s,[n] = 5,[n] tada je FTD spektar jednak S(e’*)=S; (¢™*)-5,(e™) = S, (e™ )\2 t.

reCima: FTD spektar autokorelacionog signala je jednak spektralnoj gustini energije (snage)
signala.

. asin @
— jarctg
l-acosw

e

2

Za dati primer ima¢emo S,(e’”) =

\/ - a)| < 7 pa je trazeni spektar dat u obliku
I-2acosw+a

1

S(e’”) =
(™) 1-2acosw+a

2;|co|£7z.

k.2.) Izvedimo i za ovaj slucaj trazeni izraz za prora¢un FTD spektra.

S(e’) = i [ isl [m +n]-s2[m]}-e""””) = i Sz[m]{ isl[n +m]- e‘*"’”’”)‘“]e-"m” =

n=—0 | m=—x m=—0 n=-—ow

= Y s,lm]-S ") =Sl(ef“)-{§sz[m]-efmw} = 5,(e/")- 55 (")

m=—o0

Zakljucak kojeg smo izveli u predhodnom primeru i ovde vazi. Za date signale ima¢emo

S,(e’”)=Ljo|<x

S,(e’”)=e""|o| <7

}:> S(e™)=8,(e")-S; (') =1-e"" =e**;|o| < 7.

k.3.) U predhodnim primerima smo vec¢ izveli izraz za FTD spektar prostoperiodi¢nih signala. Pa
sledi

5,(’) = 27-8(w *27”) +27-8(0 _27”) 5T (e”)

a)|S7z

Sl(ej‘”):27z-5(a)+57ﬂ)~ej2 +27z-5(a)—57ﬂ)-e'/2;a)|é7z.

Na osnovu datih izraza vidimo da su delta impulsi pojedinih spektara na razli¢itim polozajima
frekvencijske ose. Poznato nam je i to da proizvod dva delta impuls je razli¢ito od nule ako su oni
smesteni na isto mesto. Kako ovaj uslov nije zadovoljen za ova dva data spektra sledi da je njihov
proizvod jednak nuli po celoj frekvencijskoj osi. Ovaj zadatak smo resavali u prvom poglavlju u
kome smo ovom problemu pristupili u vremenskom domenu gde smo dobili isti rezultat.
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1). Primena FTD analize u odredivanju odziva nekog sistema, koji je opisan diferencnom
jednacinom, napoznatu pobudu se svodi na nalazenje F7. D{O} obe strane diferencne jednacine.

M K
Neka je data diferencna jednadina u obliku y[n]+ Zam y[n—m] = Zbk X[n—k;M 2K .
k=0

m=1
Primenimo FTD{e} na obe strane jednaline. Na osnovu linearne osobine FTD{e} dobija se
jednacina

M K
FTD{y[nl}+ > a, - FTD{y[n—m]} =Y b, - FID{x[n—k]};M > K .
m=1 k=0

Poznato je nadalje da je

FTD{y[l’l - m]} = e /Mo, FTD{y[n]} =g /Mo, Y(ejw)

FID{x[n—kl}=e 7 - FID{x[n]}= e/ - X (/).

Konac¢no se dobija jednacina

M K
Y(e™): [1 +2.4, -e"’"“’} = X(e): [Zbk -e"*‘"}M 2K.
m=1

k=0

jo

Ako nam je poznat FTD spektar pobudnog signala tj. X (e’”) tada izrazavajuéi Y(e’”) dobijamo

FTD spektar izlaznog signala tj. odziva

K
—Jjko
Sh e

Y(e/?)=| =2 X ().

M
m=

1+ Zam e

1

Primenom invrezne FTD ( FTD™' {0}) na spektar izlaznog signala mozemo da odredimo vremenski
oblik odziva.

1.1) Primenimo gore navedene operacije na datu diferencnu jednacCinu. Tada dobijamo

Y(e’)- [1 —%-e‘*"" + % : e‘*’z”’} =2-X(e’”). FTD spektar izlaznog signala ¢e tada biti

Y(e'”) = 2 -X(e’”). Kako je X(e’”)=e’”, primenom razbijanja na
1= g0 L g
4 8
parcijalnih razlomaka dati izraz, sledi
e /e —
Y(e”) = 2-e _ 8 N 8

1 1 1 T
1_7. —jw . 1_7. —ja) 1_7'6‘/[1) 1_7.8 ]a)
( 4 ¢ ) ( 2 ¢ J 4 2
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Primenom FTD™ {Y (e*"‘"} nalazimo odziv sistema u vremenskom domenu na datu pobudu. Na
osnovu tablicnog oblika izraza spektra izlaznog signala sledi da je odziv

y[n]= {—8(%) +8-(%J ]-u[n].
Prenosna funkcija datog sistema je

oy Y(?) 2 =2 4
H(e’”) = - _ .

jo . . . .

X(e™) l—é-e‘“’-i-l-e_*’z“’ l——e™ 1-—-e

4 8 4 2

Kako je prenosna funkcija diskretnog sistema FTD impulsnog odziva tj. H(e’”)=F TD{h[n]},
impulsni odziv ¢e tada biti

1Y’ 1Y
h[n] :{—2-(1) +4-(5) ]u[n].
1.2.) FTD transformacija na datu diferencnu jednac¢inu daje
Y(ej”)'[l—S-e_j” +6-e‘j2”]: 2-X(e).
Izrazavanjem spektar izlaznog signala dobijamo jednacinu

2
1-5-¢7? +6-¢7*

Y(e'”) = -X(ej“’)z( 2 X(e).

1-3-¢7)-(1-2-¢7)
Prenosna funkcija diskretnog sistema ¢ée biti

oy Y(e) 2 B 6 B 4
He )_X(e"w)_(I—S-e_jw)'(1—2-e_"w)_1—3-6‘”" 1-2-e7"

pa je impulsni odziv datog sistema

Hnl=|6-G) -4-@)" |- ufn].

Ako se na ulaz sistema dovodi impulsna pobuda tada je odziv jednak impulsnom odzivu sistema, pa
sledi da je za x{n] = S[n] izlazni signal y{n]=h{n]=|6-(3)" —4-(2)"|-uln].
Ako na ulazu deluje pobuda x[n] = u[n] Ciji je FTD spektar

X()=U(e'")=2r-5(w)+

o7 spektar izlaznog signala ¢e tada da glasi
e

1 2
e

o 2
) S =2e )

Nakon rastavljanja zadnjeg ¢lana u oblik parcijalnih razlomaka dobija se tabli¢ni izraz za spektar
odziva

Y(e™) =27 + _ + ! :>h[n]=2;z-5[n]+[9-(3)”—8-(2)"+1]-u[n].

1-3-¢7% 1=2-¢7% 1—¢7/°
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Zadatak 4.2. Odredit Z-transformaciju sledec¢ih diskretnih signala

V4

a.) s[n] zsin(%-n);n >0. b) s[n]:5-cos(%-n)+1.5-sin(%-n);n <0. c)sfn]=e3n>11.

d.) s[n] [7] [n] ak [n] 54m-5<n<0 [n] 5+n-5<n<0
.) s[n] =s,[n]—s,[n] ako su s,[n] = L Inl=
1 2 1 5-n0<n<5 7 0; drugde

e.l.) s[n] =s,[n—n,] ako je s,[n]=100-0[n] 1 n, =100.

e.2.) s[n]=s,[n+5]-s,[n—10] ako su s,[n]=a";0<n <151 sz[n]=[—lj —15<n<l.
a

f.) s[n]=s,[n]*s,[n]= isl [m]-s,[n—m] za slucajeve

f.1.) s,[n]=d[n] o £.2) s,[n]=u[n] £.3) s,[n] =u[n]
s,[n]=0o0[n-n,]. s,[n]=o[n—-10]. s,[n]=a";n>0.

g.1.) s[n]= isl[m]-sz[n%rm] ako je s,[n]=s,[n]=a";n>0.

m=—0o0

g.2.) s[n]= isl[n-i-m]-sz[m] ako je s,[n]=0[n] 1 s,[n]=0[n-3].

m=—oo

h.) Resavanje diferencnih jednacina pomoc¢u Z-transformacije za slucaj sa nultim pocetnim
uslovima.

h.1) y[n]—%-y[n—l]+%-y[n—2]:2-x[n—1] ako je x[n]=J[n].
h.2) y[n]-5-y[n—1]+6-y[n—2]=2-x[n] ako je x[n]=9[n] i x[n]=u[n].

1.) ReSavanje diferencnih jednacina pomocu jednostrane Z-transformacije za slucaj sa nenultim
pocetnim uslovima.

1.1.) y[n]+3-y[n—1]=x[n] ako je x[n] :(%)” -u[n] 1akoje y[-1]=1.

1.2.) y[n] —%~y[n —1] = x[n] —%‘x[n —1] ako je x[n]=u[n] i ako je y[-1]=1.

a.) Primenom Ojlerovog obrazca izraz za Z {0} transformaciju ¢e biti

u-’h\

jzn —j—n e n ju n
= e’ —e 1 &) it 1 & %
S(z)= ) s[n]-z7" = — |z =—- es .z | —— e 5.z | .
2 2|~ TR

n=—o n=0 n=0 2.] n=0

Date sume postoje ukoliko one konvergiraju. Uslovi koji zadovoljavaju konvergenciju datih suma
su

T T

J= _ Jz _ _
e’ zl<l=les -‘z l‘<1:>‘z 1‘<1:>|z|>1
7 E
e Szl <l=le 5-‘z‘l‘<1:>‘z‘l‘<1:>|z|>l.
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Iz datog sledi da ako je moduo kompleksne promenljive z vece od jedan tada gornje sume
konvergiraju. Oblast u z-ravni za koje se zadovoljavaju gornji uslovi predstavlja oblast
konvergencije tj. ROC. Znaci oblast konvergencije datih suma a i same Z-transformacije je oblast
koja se nalazi izvan jedini¢ne kruznice Z-ravni. Primenom tabli¢nih reSenja dobijamo da je reSenje
kompleksne funkcije

1 1 1 1 z -sin(%) sin(%)
S(Z) - 2_ ’ N o 2_ i = = .
Teds .t s 12 ~2cos(%)+z‘2 z? —z-200s(%)+1
Polovi 1 nule date Z-transformacije su Z, = ejg; Z,, = ES . Prema tome resenje Z-transformacije
datog signala je
sin(?%)
S(z)= : JROC: |2 >1.

z’—z- 2005(%) +1
b.) Primenom Ojlerove formule Z-transformacija signala ¢e biti

S(z):g

ZO: % z" +— Zo:e_jinz_" +E ZO“ej%nZ_" —g ie_ji"z-” -

n=—o0 2 n=—wo ] n=—w0 2] n=—o0

Gornji izraz postoji ukoliko su uslovi konvergencije datih suma zadovoljene tj. ako vazi

3
<1:>|z|<;:%:1:>|z|<1

e
e 4

<%:1:>|z|<1

3
e 4z

3

ejzz <l=> |z|

64

s

e 5z <;:1:>|z|<1
.z

e 5

<l:|z|

i5 1
ez <—:1:|z|<1
V2

<1:|z|

e 5

Iz gornjih uslova se uocava da je svaka suma konvergentna ako je kompleksna promenljiva z po
modulu manja od jedinice tj. za proizvoljno odabrani kopmleksni broj u Z-ravni koji se nalazi u
unutrasnjosti jedini¢nog kruga, svaka suma je konvergentna pa i kompleksna funkcija S(z)postoji.
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Odavde onda sledi da je oblast konvergencije Z-transformacije unutraS$njost jedini¢ne kruznice u Z-
ravni tj. ROC': |z| < 1. Nakon primene tabli¢nih reSenja datih suma izraz za Z-transformaciju ¢e biti

S(Z):g' 1.3 +§' 1,3 +12_5;n_12_5;ﬂ:
l—e 4.z 1—e'*.z / l—e 5.z / 1—e'5 .z
12 cos(: sin()
_s z-cos(,) s 28 5-12.635-2+12.201-2% —4.535. 7
- B = 2 3 s
l_Z'2COS(i)+Z2 l_chOS(%)“rZz 1_3.081'Z+4.367'Z _3.081'2 +z

Nule funkcije su: z,, =0.983629;z,, = 0.771685+ j0.571487;z,, = 0.771685 — j0.571487 .

3 .3 N N4

J o J= —Jz

: 11 . — 4. — 4. — 5. — 5
Polovi funkeije su: z,, =e *;z,, =e *;z,,=¢°;z,, =€ °.

2 3
S(z) = 5-12.635 z+12.201 z 4.53? z 4;ROCZ|Z|<1.
1-3.081-2+4.367-z"-3.081-z" +z

c.) Dati signal je kompleksni diskretni signal. Njena Z-transformacija ¢e biti po definiciji

0

S(z)= D s[n]-z7" = iejgn z" = i{ej3 -2_1} = Zw:{ej3 -2_1} —Z:{ej3 -2_1} :

n=—oo n=11 n=11 n=0 n=0

N1
. |5 _ y o
Prva suma konvergira akoje |e ® -z < 1= ‘z 1‘ <l= |z| > 1. Konac¢ne sume uvek konvergiraju jer

sadrze konanacan broj Clanova te sledi da je druga suma konvergentna za bilo koju vrednost
kompleksne promenljive z. Logi¢no je tada da oblast konvergencije mora biti ta oblast u Z-ravni
koja zadovoljava oba

uslova konvergencije tj. oblast konvergencije Z-transformacije mora biti presek pojedinih oblasti.

Odavde sledi da je ROC:|Z| >1. Primenom tablicnih reSenja gornjih suma, izraz za Z-

transformaciju glasi

11
1—|:€]3 .Z_l:| z 1\t *./'z
S(z) = i ’ My (Z‘ ) _ e ’ A ;ROC:|Z|>1.

T
13

Iz izraz se vidi da Z-transformacija nema nula. Jedan pol se nalazi u tacki z,, =e * dok je drugi

lociran u kordinatni poetak Z-ravni tj. z,, =0, i on je desetostruki pol naSe funkcije.
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d.) Nadimo prvo izraz za Z-transformaciju zbira dva signala.

S(z)= Z[ [n]+s2[n Z[ [n]z™" +s,[n]z" ] Zs [n]z™" + ZS [n]z™" =S,(z)+ S,(2)

n=—00

Vidimo da je Z-transformacija zbira dva signala jednaka zbiru njihovih Z-transformacija. Nakon
ovog zakljucka odredimo Z-transformaciju datog signala.

0

S(2)= Y (54n) 2 +g(s_n).zn -3z =3 (5-n) =

n=-5

Razvojem date suma dobijamo

4 14224327 +4.2°

4
z

S(z)=4-z"+3-z7 4227 +1-z

Nule funkcije su: z,, =—-1.650629;z, , = —0.174685 — j1.546869;z , = —0.174685 + j1.546869 .
Z-transformacija ima samo jedan pol koji je cetvorostruki pol i koji se nalazi u kordinatnom
pocetku. Odavde onda moZemo da zaklju¢imo da je oblast konvergencije cela Z-ravan izuzev tacke
z =0 jer za tu vrednost funkcija S(z) nije definisana tj. ROC : |z| >0.

e.1.) Izvedimo opsti izraz za Z-transformaciju vremenski pomerenog diskretnog signala.

S(z)= ZS[n Zs [n— no]z_” Z‘”o = s [k]z7 ") =z ZSI [klz™F =z758,(2).
n= - k=—o0 k=—o0

Kao $to se to vidi vremensko pomeranje diskretnog signala u Z-domenu predstavlja mnozenje
Z-transformacije nepomerenog signala sa kompleksnim brojev z™™ . Na osnovu gore izvedenog za

—n

navedeni primer signala dobijamo da je S,(z) = ZIOO -0[n]-z™" =100-z° =100 pa ée trazena

n=—00

Z-transformacija biti S(z)=100-z7'" = 1?0(0) . Dobijena kompleksna funkcija nema nule medutim
z

ima jedan pol u tatki z=0koji je stotostruki. Odavde sledi da je oblast konvergencije
ROC: |z| > 0. U ovom primeru je bitno uociti da se tokom vremenskog pomeranja menja oblast

konvergencije Z-transformacije rezultantnog signala tj. u opStem slucaju je nemoguce predvideti
ROC rezultata pomeranja ¢isto na osnovu posmatranja ROC nepomerenog signala.

e.2) Na osnovu razmatranja predhodnog primera sledi da je
Z{s[n]}=S(z)=2"-8,(z) -z - S, (2).
Z-transformacija pojedinih signala su:

N Cap _l-faz | z%-a
Sl(Z)—nZ:;,a z _Z[a z ] T g _le-(Z—a)

Z-transformacija signala s,[n] ima jedan viSestruki pol u tacki z = 0. Nule polinoma u brojiocu su
27[

date formulom z,, =a-e N1t ;k=0,,...,15. Odavde se vidi da nula za k = 0 eliminiSe pol z, =a.
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27,
Odavde sledi da su nule Z-transformacije =z, —qg-e'te ;k=1,...,15 koje su ekvidistantno

rasporedene na kruznici poluprecnika » = a.

n=—15\ @ n=—15 a 1=0 a-z- (1 ta- Z)

= —l. Nule su odredene

Dobijena Z-transformacija signala s,[n]ima polove u tatkama z,, = 0;z ;

2

—k
formulom z,, = —l-ej” ;k=0,1,...,16.
a

UvrStavanjem izraza u trazenu Z-transormaciju dobija se sledeci izraz

S(Z):ZS. ﬂ _Z’IO. _ 1+(a'2)17 :Z—IO'Zm_a16 +Z,10. 1+(a'2)17
a-z.(1+a-z) (z—a) a~Z~(l+a-z)'
Primenom algebarskih identiteta z'° —a'® = (zg +a8)-(z4 +a4)-(22 +a2)~(z+a)~(z—a) i

16
1+(a-z)" =(1+a-z) Z(— a-z) izraz za Z-transformaciju ¢ée biti
i=0

Kao §to se to vidi Z-transformacija ima pol u tacki z, =0 koji je jedanaestostruki pol. Kako oblast
konvergencije nemoze da sadrzi u sebi polove jer bi tada funkcija S(z) bila nedefinisana sledi da je

ROC': |z| > 0. Nule Z-transformacije se mogu odrediti iz polinoma u brojiocu.

f.) Izvedimo prvo opsti oblik Z-transformacije konvolucije dva proizvoljna diskretna signala.

S(z)= i isl[m]~sz[n—m]-z_” = i s,[m]- isz[n—m]-z‘” .(Z‘m ~z'")=

Nn=—00 M=—00 m=—ow n=—o0

= Ssml 2 Y sln-m] 2 = 8,(2)- 5, (2).

Sledi da Z-transformacija konvolucije dva signala je jednak proizvodu Z-transformacija pojedinih
signala.
Na osnovu gornjeg sledi da su reSenja za pojedine primere
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f1.)
S,(z)=D.6[n]-z" =1 .
L = S(z)=1-z" =z =——;ROC = ROC, N ROC, :[¢ > 0.
S,(2)= D 6ln-ny]-z" =z z

Z-transformacija konvolucionog signala ima viSestruki pol u tacki z, = 0.

£2)
SI(Z)=Z:(;1.Z =1, ROG |7 >1 0 |
- = S(2)=———=—+——:ROC: [z > 1.
S,(2)= Y 8[n—10]- 2" = z";ROC, : |2| > 0 -zt 2(z-1)

Funkcija S(z) nema nule, jedan pol se nalazi u tacki z, =1 dok je drugi devetostruki pol u tacki

z,,=0.
£3.)
. n -n 1 . A
$i(@)= 22 = i ROC | > 2 (> >
@ | = S(z) = ——=—F——;ROC: _ .
Sz(Z)=ZZ_n =1—,1;ROC2 :|z|>1 (Z_l)'(z_a) |z|>1,a <1
n=0 —Z

Dobijena Z-transformacija ima dvostruku nulu u tatki z, =01 ima polove u tatkama

Z, zl;zp2 =aq.

g.1) Sli¢no predhodnom zadatku izveS¢emo opsti izraz za Z-transformaciju datog izraza.

S(z) = i isl[m]'sz[n"'m]‘zw = Zw: s,[m]- isz[n+m]-z’" -(me -Zm):

n=—0 Mm=—%0 m=—

= 2s1[m]-z’" . Zsz[n+m]-z’(”+’”) = Zsl[m]-(z’1 )7m :
Mm=—0 n=—ow m=—oo

s,[n+m]-z " =8, (z")-8,(2).

n

Primenom izvedenog obrazca reSenje datog primera ¢e biti

S 1
S1(Z):Zoa"~z :l—a-271:Zia;ROC1:|Z|>|a|'
S =Y = Z_.roC <[
1 n=0 l—a-z z'—4’ 1 - -

106 Visoka Tehni¢ka Skola Strukovnih Studija, Subotica



jminich@het.vts.su.ac.yu Diskretna Obrada Signala

Na osnovu dobijenih izraza sledi da je Z-transformacija korelacionog signala jednaka

_ z z! 1 z 1 z
S(z)=S,(z l)'Sl(Z)= "3 =— 2 =—— .
z—a z -—a a , l+a a 1
z" - z+1 (z—a)- z——
a a

Z-transformacija ima nulu u tacki z, =01 ima polove u tackama z, =

a;z,, :l. Oblast
a

konvergencije predstavlja presek oblasti konvergencije kompleksnih funkcija S,(z) 1 S,(z) .

ROC :|d| <|z| <

1
a

Ovim smo onda u potpunosti definisali Z-transformaciju korelacionog signala.

g.2.) Analogno predhodnom primeru opsti oblik Z-transformacije glasi

S@ =Y Sslminl-s,ml-z" =Y sim- Y sn+ml-z" -z z")

n=—00 Mm=—x0 m=—w

0

- isz[m] " isl[n +m]-z7mm = isz[m] ()" st m]- 2 = 8,(2)- S, (7).

m=— n=-—o0o

g . : 1
Pojedine Z-transformacije su S,(z) =1;Vz i §,(z) =—;|z
z

> (. Odavde se onda dobija reSenje u

obliku S(z)=1- % = 2z’;ROC : Vz . Dobijena funkcija nema polove ali ima trostruku nulu u tacki
z

z, = 0. Kao §to se to vidi oblast konvergencije obuhvata celu z-ravan tj. Z-transformacija postoji za

bilo koju proizvoljno odabranu kompleksnu promenljivu z .

h) ReSavanje diferencnih jedna¢ina pomocu dvostrane Z {0} transformacije se vrsi tako Sto se

primenjuje transformacija na obe strane jednacine. Neka je data diferencna jednacina u obliku

y[n]+§:am ~y[n—m]=ibk X[n—kl;M 2K .

m=1

Na osnovu vel pokazanih osobina Z-transformacije

ZHn-mly=z" - Z{y[nl}=z" Y(2) i daje Z{x[n—kl}=z" Z{x[n]}=2"

ovih osbina dobijamo

Zynly+ Y a, - Zn—mly =3 b - Z{x[n—kI;M 2 K
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Izrazavanjem Y(z) dobijamo Z-transformaciju izlaznog signala na poznatu pobudu koja deluje na
ulazu sistema i ¢ija je Z-transformacija X (z)

K
Zbk-sz
Y(z)=| /—— |- X(2);M 2K .
1+Zam-z_’"
m=1

Primenom inverzne Z-transformacije Z ' {0} mozemo da odredimo odziv sistema y[n] tj. izlazni
signal sistema na ¢ijem ulazu deluje pobuda x[n]. Odnos Z-transformacija izlaza i ulaza odreduje
prenosnu funkciju sistema u Z-domenu i koja predstavlja Z-transformaciju impulsnog odziva

sistema tj. H(z) = % = Z{h[n]}.
z

h.1.) Primena Z-transformacije na datu diferencnu jednacinu daje

Y(Z)'|:1—E~Z_l+l~2_2}=2'X(Z)Z>Y(Z)= 3 2 0 oz = 18 + 18 .
4 8 -z + .27 1-—z' 1--.z"
4 8 4 2

Izraz za Y(z) u obliku parcijalnih suma nam omogucuje da nademo inverznu Z-transformaciju u
tablicnom obliku. Pa onda sledi da je odziv

Wnl=Z{1(2)} = {—8-(%)1 +8-[%)n}-u[n].

Prenosna funkcija sistema je

_Y(z) 2 2.2°

X(2) l—é-z_1 +l‘Z_2 z? —é-z%rl
4 8 4

H(z)

Ova funkcija ima dvostruku nulu u tacki z, =01 polove u tackama Z, =l;z 5 =l. Osobina
! 47 2

realnih sistema je da su kauzalni tj. da im je oblast konvergencije izvan najudaljenijeg pola Z-

transformacije. Odavde sledi da je ROC, :|z| >% . Rastavljanjem izraza prenosne funkcije u oblik

parcijalnih razlomaka i1 primene tabli¢ne inverzne transformacije dobijamo izraz za impulsni odziv
sistema
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h.2.) Analogno predhodnom zadatku za diferencnu jednacinu se dobija

Y(2) [1=52746-22]=2- X(2) = Y(2) = 2

_ 2 2
3 —2'2l
1-5-z7 +6-z

13z 1-2.z"
Inverznom Z-transformacijom se dobija

nl=hinl =2+ B) =2-(2)" |-un).

Na ulaznu pobudu oblika x[n] = u[n] dobijamo

2 1
Y(2)-|1-5-z27'4+6-27|=2-X(2) = Y(2) = : .
@ [ z ‘ ] @ @) 1-5-z"'46-z7% 1-z"

Nakon rastavljanja u oblik parcijalnih razlomaka inverzna Z-transformacija ¢e biti

1 8 9 " "
YO =, ot :>y[n]—[1—8~(2) +9-(3) ]-u[n].

i.1.) Primenom jednostrane Z-transformacije na diferencnu jednacinu sa nenultim pocetnim
uslovima ima se

Y@ 43 Y@= X@ = v =2 DB 3 ! -
1+3.z° 1+3-z° 1 1
(14327) 1=~z
2
3 6 1 o1 11 5 1
—— _1_|__. _1_|__.—=_.—__. ~
14327 7 14320 7 1 4 7, 1 4 7 143z

Primenom inverzne Z-transformacije

1.2.) Analogno predhodnom primeru
1 -1 1 -1
(ORSS - Y(2)+ y-11)= X (2) - 2 X (2)+ 1.
Kako je pobudni signal po definiciji razli¢it od nule samo za n > 0 sledi da je x[-1]=0. Te stoga
sledi

Y(z)—%~[zl -Y(Z)+1]:X(z)—%~zl X(2) = Y(z)-{l—%f1}—%=X(z)-{l—l~zl}

Uvrstavanjem odgovarajuée Z-transformacije pobudnog signala X (z) =

— dobija se izraz

Y(Z):l' !

! - LY L)
> 1_1.2—14_1—2_1 = y[n]=Z {Y(z)}—{z (2] +1} uln].
2
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Zadatak 4.3. Odrediti diskretnu Furijeovu transformaciju (DFT) sledecih diskretnih signala

a) s[n] =1, V. b.) s[n] = cos(% )V ¢) s[n]=¢’3:n.
d) sl 150<n<3 | Lie dat ..  eriodi
) S|n|= signal 1€ dat u Svojoj] oSnovnoj] periodail.
Od<n<s o 1 P
) sin] 54nm-5<n<0 . Lie dat .. . odi
c.) Sln|= Signal 1€ dat u Svojo] osnovno c1r10d1.
5-n0<n<s gnat e P

a.) U prvom poglavlju smo ve¢ razmatrali ovaj diskretni signal za koga smo zakljucili da je
periodi¢an sa
periodom N =1 i da je FTD spektar ovog signala S(e’’) =27 -6(w);

a)| < 7z tj. da se spektar sastoji

iz jedne komponente koja se nalazi u tacki @ =0 1 pokazuje na prisustvo diskretne jednosmerne
komponente u signalu. Poznato je da se svaki periodican diskretni signal moze razviti u diskretni
Furieov red koji wuvek sadrzi konaCan broj periodicnih eksponencijalnih funkcija

i nk
fk[n]:ejN ;k=0,...,N—1. Doprinos tih funkcija u posmatranom signalu se proracunava
N-l - 'zink
pomocu diskretne Furieove transformacije S[k]zZs[n]-e "N ;k=0,...,N—1. Naj taj nacin
n=0
signal s[n] se moze pokazati kao linearna kombinacija eksponencijalnih periodi¢nih funkcija u
obliku

s[n] = [ST0- £ [m]+ ST £,[m]+ S[21- folm] 4 -+ SIN —2]- £, o[l + SIN —1]- £, [n]]=
N

. 27 27

Jon jziln Jj==2n i
I S[0]-¢ ¥ s]-e N 4 S[2) e N e SIN 2]’ ¥

jz—”(N—l)n

(N-2)n
+S[N—1]-¢ ¥

i
N

1z gornjeg tada sledi da su kompleksni koeficijenti diskretnog Furieovog reda

S[k]= is[n] e Pk =0= S[0]=1

n=0

pa i diskretni spektar (DFT) signala sadrzi samo jednu komponentu

Lk=0
S[k]= k=0,....N—-1.
020
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b.) Posmatrani periodi¢ni diskretni signal ima peiodu N =24 iz ¢ega sledi da ga moZzemo prikazati
kao linearnu kombinaciju dvadesetCetiri kompleksnih periodi¢nih signala oblika

2
j—mn

finl=e *"k=0,...23

23 - 'zlnk

gde ¢emo udeo pojedinih signala proracunati po izrazu S[k]= ZS[n] e ;k=0,...,23.
n=0

Primenom Ojlerovog obrazca za izraz diskretne Furieove transformacije dobijamo

j—n j2 n jznn j2”n

6 VS 2 Y 'y 2

Sle ¢ +e 6 ik Slet —e 8 ik

Sk1=78 > | e # 483> || ¥ =
n=0 2 n=0 2.]

7.8 & a4y T.8E —iiater)  83& -ty 8.3 & - athed)
—72@ +7 e +? e —? e .
n=0 n=0 J n=0 ] n=0

Izrazi k+4 1 k+3 s mogu prikazati i u obliku &k +24—-20 i1 k+24—-21. Smenom ovih oblika u
gornju jednacinu i deljenjem u eksponentu sa N = 24 dobijamo

2z 2 2 2
7.8 —ilnt-4  7.8& -iak-200 83 -ionk-3) 83 -ink-21)
SHl=—2e ™ e EETD A v L
n=0 n=0 n=0 n=0

Pokazali smo da je spektar diskretnog signala uvek periodi¢na kompleksna funkcija sa periodom
27 ili ako se posmatra diskretizovani spektar tada je ona periodi¢na sa K = N gde je K perioda u

k-domenu. Odavde onda sledi da su komponente, u posmatranom intervalu k € [O,l,...,N - 1], koje
odreduje druga i Cetvrta suma zapravo komponente koje se nalaze u okolini 1- K u tackama K -k,
1 K—k,.

Posmatrajmo posebno resenja pojedinih suma.

sinz(k—4)
B, e |- it w(k —4) 0,k # 4
Ze B 2Ty ~24-7[—:24-5[k—4]: 24:k =4
n=0 l—e_]a( -4) e—]a( -4) Sln—(k—4) LEA
24
Vs
— (k-4
24( )
sin z(k —20)
23 2w _—j2m(k=20) —jz(k=20) _ 0:k # 20
26124 (k20)=1 e - _e i 4. 7(k —20) =24.§[k—20]={ . .
~ l_e—ji(k—ZO) e—ji(k—ZO) Sini(k ~20) 24;k =20
24
Vd
—(k-20
24( )

Visoka Tehni¢ka Skola Strukovnih Studija, Subotica 111



Diskretna Obrada Signala jminich@het.vts.su.ac.yu

sinz(k=3)
——nk ) —j2m(k=3) —jr(k=3) _ 0;k¢3
Ze’ o _Loe - T :24'5[k_3]:{24-k 3
1- efja(k 3) e*./a(k%) sinﬂ(k—3) SR =
24
T
— (k-3
2 * )
_7nk _—j2r(k=21) —jr(k-21) _ 0;k#21
Zef -2n _1 eh :e‘ﬁ 4. k2D :24-5[k—21]={24'k .
e B0 TR i T (k- 21y o
24
V3
= (k-21
24" )

Odavde dobijamo da je izraz za proracun koeficijenata

S[k]_E 24 5[k — 3]+7—8 24 5[k — 4]+7—8 24 5[k — 20]_2 24- 5[k -21]=
2j 2j
93.6;k = 4,20
99.6-¢ 2:k =3
-k

99.6-¢2 k=21
0:k #3,4,20,21

Kao $to se vidi diskretni spektar ima samo Cetiri komponente razli¢ite od nule pa je stoga i signal

s[n] oblika s[n]=— [S[s] fo[n]+ S[41- f,[n]+ S[4]- fro[n]+ S[3]- f[n]].

c.) Dati signal je periodi¢an sa periodom N = 6 iz ¢ega onda sledi da opis ovog signala linearnom
kombinacijom periodi¢nih eksponencijalnih funkcija sadrzi samo Sest komponenata. Navedimo te
komponente

27 27 27 27 27 27 27
e R R o e
filn]=+e ;k=0,1,....5|e =le ¢ ,e ,e ,e ,e .

Doprinos pojedinih funkcija se racuna pomocu diskretne Furieove transformacije. Izvodenjem
dobijamo

sinz(k —1)
s E Azr 5 77}1 _—j2x(k-1) ST _
S[k]:Ze3 o :Z J==n(k=1) 1 e :6-e16(k1)- (k1) —6-Sk—1].
,‘zi(k,l) T
= = l_e s sin — (k —1)
6
T
— (k-1
6( )
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Vidimo da u diskretnom spektru postoji samo jedna nenulta komponenta za k£ =1 dok su sve ostale
jednake nuli. Odavde onda sledi da u obliku linearne kombinacije postoji samo jedna kompleksna
funkcija tj.

[ L
3

6. ¢ =g

N~

s[n]= 1[0 £,[n]+ 6+ £,[n]+ 0 filn] +0- £i[n]+0- £,[n]+0- £,[n]] =
6

d.) Po definicji datog signala uocavamo da je perioda ovog signala N = 6, pa je njen opis pomocu

5 'zlnk
diskretnog Furieovog reda s[n] = é . ZS [k]- e o ;n=0,1,...,5. Furieovi koeficijenti S[k] e biti
k=0

sinz—ﬂk
3
x 2
> NI 2k l—e_j%‘k i3k ?ﬂk
S[k1=Y sln]-e ¢ =>15-¢ ¢ =15 —=15-¢ * -4 k=0]1,...,5
n=0 n=0 l—ei/? Sil’lzk
6
"k
6

Za razlicite vrednosti k , kompleksni koeficijenti diskretnog Furieovog reda ¢e imati vrednosti
STk = {(komponenta, koeficijent)| (0,60),(1,15 e 2 ] (2,15),(3,0), (4,15),(5,15 B2 }}

Smenom datih vrednosti koeficijenata i kompleksnih funkcija u izraz za signal s[n], dobijamo

27 27

_r . 27, ~2l4,, 7
S[H]I%- 60+15\/§€ ]2'6./6 +15'616 +0+15'616 —15\/36 ‘]2_6'/6 _

2 2 27

=%- 60+15v3e 2 e 0" 415.¢" ¢ 4 0+15-¢ ¢ 153’2 e 6 | =
-1 60+30-\/§-cos(2—7[n—£j+30-cos(2—7[2nj -
6 | 6 2 6

- -[60+30-\/§-sin(%znj+30-cos(2%2nﬂ -

1
6
=10+ 5-\/§~sin(2?ﬂnj +5- cos(z?ﬁ%j.

Kao $to se vidi dat periodicni signal se moZze predstaviti u obliku diskretnog Furieovog reda koji za
dati primer ima tri komponente, jednu jednosmernu komponentu i dve naizmeni¢ne komponente.
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Zadatak 4.4. Data su Cetiri vremenski diskretna signala. Klasifikovati njihovu DFT-u kao realnu,
imaginarnu, ili komleksnu. Predpostaviti da je N=10 u svim slu¢ajevima.

a)

il

1] hmﬂ TT?H

10 20 n

Prvo §to moZemo zakljuciti da signal x [n] predstavlja parnu funkciju, pa na osnovu nekog iskustva

mozemo ocekivati da ¢emo dobiti realnu DFT.
Primenom izraza za DFT

N-l —j27rﬂ
X K=Y x,[n]-e  Vi;k=0l..,N-1
n=0

sledi da je:

- Tk -k -k - ok
X, [k]=02-¢e ° +04-e ° +0.6-e °> +08-e ° +e’™+

. 6m I 871 97

+08-¢ S

k —j—k —j—k -
+06-¢e 5 +04-e 5 +02-¢ 3

Uparivanjem simetri¢nih ¢lanova i sredjivanjem izraza dobija se:

—j~£-k _j.gi.k ej‘%-k + e_j-%-k 472.
02-le 5 +e 5 [=04-7"" =04-e/"" -cos(—-kj
2 5
3z 3z
2 87 Fgk Ik
04(e’5k+e’5 J—os k| € J;e ~0.8-¢" cos(3—” kj
2r 2z
L R
0.6 [e’5k+e’5k]—12 e k| € +2€ =1.2-e‘f””"‘-cos(2—-kj

A b, ST -
08:le 5 +e 5 |=16-e7 % =1.6.e"‘”"‘-005(?kj.

Konacno se za DFT signala dobija izraz

X, k] =(-1) -[1+1.6~cos(%-kj+l.2-cos(z?ﬁk}r0.8~cos(3?ﬁ~kJ+0.4-c0s(4?ﬁ-kﬂ.
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Kao $to smo 1 predpostavili izraz za DFT datog signala je realna funkcija promenljive & .

Amplitudski i fazni spektar se odreduje prema izrazima:

X, k] = Alk] = JRelX [K1] + Im{x [k]f

X, [k]
k | A[k] 0[k] k | A[k] 0[k]
0 5 0’ 5 0.2 -180°
1 2.09 -180° 6 0 0°
2 0 0° 7 0.31 -180°
3 0.31 -180° 8 0 0°
4 0 0° 9 2.09 -180°

Kako je u ovom slucaju imaginarni deo jednak nuli, za fazno kasnjenje se dobija uvek vrednost
nula. Medutim kako je amplitudska karakteristika uvek parna funkcija, negativne realne brojeve
mozemo da prikazemo samo tako S§to odgovarajucoj komponenti dodamo fazu T jer je

—l=e"=e/"

Amplitudski i fazni spektar su prikazani na slici.

A[k]I Amplitudski spektar okl Fazni spektar
5
2.09 2.09 9
I 031 02 031
\ * L4 L L s
9 -180
b
x,[n]
vTT]I
10 Jii*i)ﬁ
Resenje:

Sa slike vidimo da signal nije ni parna ni neparna funkcija, pa mozZemo oc¢ekivati kompleksnu DFT.

T el L Ay
X,[k]=02-¢ 5 +04-¢ ° +06-¢ ° +08-e 5 +e/™ -
]:6l.k /.714/( _j.8lAk _‘/'.9l4k

~08-e 5 —-06-e 5 —04-e 5 —02-e 5
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Sli¢nim sredivanjem izraza, kao u predhodnom zadatku, za rezultat se dobija:

X, [k]=(-1) -[1+ j-{1.6 : cos(%-kj+1.2-cos(2?ﬂ-kj + 0.8-005(3?”%) + O.4-cos(4?ﬂ-k)ﬂ

Prema ocekivanjima dobili smo kompleksnu DFT, posto imamo i realni i imaginarni deo.

Amplitudska i fazna karakteristika se raCuna prema izrazima:

X, [k] = Alk] = [ Relx, [k]] + Im{X  [k]f .

O[k] = —arctg[ Im{Xp [k]}]
Re{Xp[k]} '
k | A[K] 0[k] k | A[K] 0[k]
0 1 0° 5 1 180°
1 3.24 -72° 6 1.1 18°
2 1.7 -54° 7 1.2 36"
3 1.2 -36° 8 1.7 54"
4 1.1 -18° 9 3.24 72"

Na osnovu izracunatih vrednosti za amlitudski i1 fazni spektar se dobija:

Fazni spektar
180

AlK] 4 5, ,Amplitudski spektar | 0[k]

1.7 1.7

RARAA

X, [1n]

Resenje:
Primecéujemo da je signal neparna funkcija, pa o¢ekujemo imaginarnu DFT.

.27 _j.3l4k _j:4l.k _j.élk _j:7l.k _j.8l.k _j.9l4k

T
—j ek J
X, [k]=e °> +e ° +e ° +e ° -e  —e ° —e ° —e °
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Posle sredivanja izraza sli¢no kao u predhodnim zadacima dobija se:

k (7 . (27 . (37 . (4r
X, [k]= (— 1) 247 -{sm(;-kj+sm[?-kj+51n(?-kj+sm[?-kﬂ.

Vidimo da imamo samo imaginarni deo, pa smo dobili imaginarnu DFT.

X, [5] = A1K] = \Re{X, []}" + Im{x 41" ,

Im{X,,[kJ}J.

Olk]= —arctg[m

k | ALK] O[k] k | Alk] (k]
0 0 0° 5 0 0°
1 6.1 90" 6 0 0°
2 0 0° 7 1.4 -90°
3 1.4 90" 8 0 0’
4 0 0° 9 6.1 -90°

Na osnovu izracunatih vrednosti za amlitudski i1 fazni spektar se dobija:

Alk] & Amplitudski spektar 0[k] Fazni spektar
6.1 6.1 o0

d)

10 20 n

Resenje:
U ovom slucaju mozemo primetiti da signal ne predstavlja ni parnu ni neparnu funkciju, pa opet
o¢ekujemo za rezultat kompleksnu DFT.

2
—j-—”-k _j.3iAk _A]xsl.k _‘/.9l4k

v
-k
X, [k]=1+e > +e ° +e ° +e * +e °
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Posle sredivanja izraza sledi da je konac¢no:
L
X, [k]=1+e s +(—1)k -2~{cos(%~k}+cos(4?ﬂ'kﬂ.

Prema ocekivanjima dobili smo kompleksnu DFT.

X, [k] = Alk] = Relx, [k]]" + Im{X  [k]f .

k] = —arctg[ Im{Xp [k]}] .
ReiX , [k]
k | A[k] 0[k] K | A[k] 0[k]
0 6 0’ 5 0 0’
1 3.08 18° 6 1 -72°
2 1 36" 7 0.75 -54°
3 0.75 54" 8 1 -36°
4 1 72" 9 3.08 -18°

Na osnovu izracunatih vrednosti za amlitudski i1 fazni spektar se dobija:

o[kl Fazni spektar
All Amplitudski spektar 72
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5. Diskretni sistemi sa konacnim impulsnim odzivom, FIR
sistemi

Ono $to istice znaaj ovih sistema u odnosu na IIR sisteme je njihova linearna fazna
karakteristika.

Zavisno od toga dali se zadovoljavaju uslovi konstantnog grupnog i faznog kasnjenja,

d

0, = —%[H(a))] = const ,
0, = __H(a)) = const ,
1)

FIR sistemi se dele u ¢etiri klase:

1) sistemi sa simetri¢nim impulsnim odzivom ¢ija je duZina neparan broj (I tip
FIR), 6, = const,0, = const ,

2) sistemi sa simetri¢nim impulsnim odzivom ¢ija je duzina paran broj ( II tip
FIR), 6, = const,0, = const ,

3) sistemi sa antisimetri¢nim impulsnim odzivom ¢ija je duZina neparan broj (
III tip FIR), 6, = const,

4) sistemi sa antisimetri¢énim impulsnim odzivom ¢ija je duzina paran broj ( IV
tip FIR ), 6, = const .

Projektovanje FIR sistema se moze izvrsiti na vise nacina.

I nadin.

Na osnovu specifikacija se odredi idealna diskretna prenosna funkcija. Nakon toga se odredi
impulsni odziv idealnog sistema. S obzirom da idealni sistemi imaju impulsni odziv beskona¢nog
trajanja, ona se ograni¢ava nekom od prozorskih funkcija. Ovaj postupak je poznat pod nazivom
prozoriranje. Cesto koris¢ene prozorske funkcije su:

Jediniéna prozorska funkcija

N -1
win] = 1,n|S 5,

0; drugde

Hanova prozorska funkcija

N -1
2

| <

0.5+0.5-cos
wln] = (N

27 j
“nf;|n
-1
0; drugde
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Hamingova prozorska funkcija

N -1
2 5

|<

2
0.54+0.46-cos -n ;|n
win] = [N—l j

0; drugde

Blekmanova prozorska funkcija

0.42+0.5 cosl -2 n |+0.08cos| HF
N-1 N—

0; drugde

-nf;|n
&

Zbog ograni¢avanja impulsnog odziva u amplitudskoj karakteristici obavezno nastaju oscilacije
koje su poznate pod nazivom Gibsove oscilacije. Da bi se njihova pojava ublazila pozeljno je da
prozorske funkcije na krajevima intervala imaju blago opadanje ka nuli.

|<

win] =

II nadin.

Razvoj zeljene ampitudske karakteristike u Furijeov red. Kako Furijeovi koeficijenti zapravo
predstavljaju vrednosti impulsnog odziva sledi da se razvojem u red odmah dobija i impulsni odziv.
Mana ovog postupka projektovanja je slaba konvergencija reda §to prouzrokuje oscilacije u
amplitudskoj karakteristici koje smo ve¢ opisali malopre. Postupak potiskivanja ovih oscilacija je
primena prozoriranja impulsnog odziva.

Osim ovih nacina postoje jo$ brojni postupci projektovanja FIR sistema. Vecina njih zahteva
relativno slozene proracune, ¢ak i posebna raunarska algoritamska reSenja, koja su izvan domasaja
ovog udzbenika..
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Zadatak 5.1. Nerekurzivni filtar je okarakterisan prenosnom funkcijom

1+2-z+3-2°+4.2° +3-2* +2.2° +2°

a) H(z)= c
z
1-2-z+3-22-4.2°+3.2* -2.2° +£°
b) H(z)= ; .

Odrediti grupno kasnjenje zadatih filtara.
Grupno kasnjenje filtra predstavlja prvi izvod fazne karateristike sistema po kruznoj

(normalizovanoj) ucestanosti tj.
dé(w)

0, = -2

do
U toku projektovanja i realizacije razli€itih tipova filtara, bez obzira dali se radilo o analognim ili
diskretnim sistemima, uvek se tezi da fazna karakteristika sistema bude $to je moguce linearnija tj.
da je grupno kasnjenje konstantno u celom frekventnom opsegu ili ako to nije moguce zadovoljiti
onda barem u opsegu od znacaja.

a) Prenosna funkcija se moze napisati u obliku
H(z)=z"° -(1+2~z+3~z2 +4-2243.2+2.2° +Zﬁ>
Sto ¢e nakon mnoZenja dati
H(z)=z+2-z27 +3- 27 +4- 27 4327 +2. 27" +1.
Ako se sada primeni smena z = e’” dobija se
H)=e 7 427" 43.e77/% 1 4.7 13.7777 £ 2.e7/” 11.
Izvlacenjem zajednickog eksponencijalnog faktora dolazi se do izraza
H(e'")=e"". (e”g‘” +2-e 43677 1443077 42/ + ef3‘”).
Primenom Ojlerovih obrazaca kona¢no se nalazi
H(e’)=e -(4+6-cos(w)+4-cos(2-w)+2-cos(3-w)).
Odavde se onda vidi da je amplitudska karakteristika prenosne funkcije data jednacinom
A(w) = |4 +6-cos(w)+4-cos(2-@)+2-cos(3- a))| ,

dok je fazna karakteristika data jedna¢inom

Odw)=-3-w.
Nalazenjem prvog izvoda fazne karateristike po promenljivoj] @ grupno kaSnjenje ¢e biti
0, :—M:—i[—3-a)]=3 = const .
do do
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Kako je grupno kasnjenje konstantno zaklju¢ujemo da je fazna karakteristika linearna Sto se moglo
uociti 1 na osnovu posmatranja same fazne karakteristike.

Amplitudska i fazna karateristika sistema je prikazana na slici.

Magnitude

T 0 . T
b) Sli¢na analiza se moze izvesti i za drugi primer. Prenosna funkcija se moZe napisati u obliku
H(z)=z"° -(1—2~z+3'z2 —4.27+43.2-2.7° +zé)
Sto ¢e nakon mnozenja dati
H(z)=z°-2-z"+3-z" 4.2 +3.27 -2z +1.
Ako se sada primeni smena z = e’” dobija se
H(e)=e 7/ =2.e77°" 43.e77% —4.e77? £3.e777" _2.¢77” +1.
Izvlacenjem zajednickog eksponencijalnog faktora dolazi se do izraza
H(e')=e " ~(e’-/3“’ —2.e 43.e777 443/ 2.7 + ej3”).
Primenom Ojlerovih obrazaca kona¢no se nalazi

H(e’)=e" (=4 +6-cos(w)—4-cos(2-@)+2-cos(3-w)).
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Odavde se onda vidi da je amplitudska karakteristika prenosne funkcije data jednacinom
A(w) = |— 4+6-cos(w)—4-cos(2-w)+2-cos(3- a)) ,
dok je fazna karakteristika data jedna¢inom
Ow)=-3-w.
NalaZenjem prvog izvoda fazne karateristike po promenljivoj @ grupno kasnjnje je tada

0, = _d@(a)) = —i[—fi-a)]: 3 =const.
dw dw

Kako je grupno kasnjenje konstantno zaklju¢ujemo da je fazna karakteristika linearna Sto se moglo
uociti i na osnovu posmatranja same fazne karakteristike. Amplitudska i fazna karateristika sistema

je prikazana na slici.

Magnitude
i8 T T
16 : :
14
12

i0

o M & & @

|
3t}

Zadatak 5.2. Projektovati nerekurzivni filtar sa idealizovanim frekventnim odzivom

L;
H() =100, <|o|<ao, .

Lo, £|a)| <r

a)| <o,
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Resenje:

Odredimo impulsni odziv zadatog sistema.
Primenom inverzne Furijeove transformacije diskretnog signala (IFTD) nalazimo da je

Hn) = i ey e do=

=— |1- ”””da)+— IO e”””da)+— _[1 e’w”dw+—[0 e””"da)—i-— Il e’"dw =
27 - —a)z [o3 —a)z
1
Lo dor L oo dwr L forr do=
27 T T .
B 1 e—(/a)(z-n —jmn s e./(l) \n J@cn ej;r-n eja)(-z n B Sil’l(Cl)cl n) Sin(a)cz n)+ Sin(ﬂ-.n) _
2r jn jn jn Ten T-n T-n
0, O
l+———2:n=0
v s

sin(w,, -n) B sin(w,, - n)

n=0
Tn Tn

Kao $to se to vidi dobijeni impulsni odziv nije kona¢nog trajanja, Sto jeste jedna od osobina
nerekurzivnih filtara sa kona¢nim impulsnim odzivom. U ovim slu€ajevima se Cesto koristi
postupak prozoriranja ¢ime se postize konac¢nost u vremenskom trajanju odziva. Medutim zbog
ovakvog odsecanja traZena prenosna karakteristika se menja i dobijamo neku amproksimativnu
prenosnu karakteristiku. Odstupanje od zahtevane karakteristike zavisi od nacina prozoriranja (koji
tip prozorskih funkcija se primenjuje) i od broja tacaka koje impulsni odziv sadrzi. Na slikama su
prikazane amplitudske 1 fazne karakteristike sistema primenom jedini¢ne prozorske funkcije kada
su duzine impulsnog odziva ograni¢ene na N =10;50;100 taCaka respektivno.

Magnitude va Magnitude ta Magnitude

: p: " | : .
SO . .

i s \

AR/ = ) i -

Phase Phase Phase
1 a

|| W R 1177 o 1 |
? RS ik Wm"w‘“mﬁ‘h‘\‘l[“l‘lﬁ\\\wwuwL,W‘H‘”

- .
T o T A o 7 e 7

Zadatak 5.3. Frekventni odziv diskretnog sistema mora da zadovolji sledece uslove

l;a)c1 _|a)|<a)
H(e'") =100, <|o|< o,

Lo, £|a)| <o,

0w, < |co| <z
Projektovati kauzalni diskretni sistem primenom metode Furijeovog razvoja.
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Resenje:

Napisimo izraz za nalazenje kompleksnih Furijeovih koeficijenata date prenosne funkcije. Kako je
kompleksni spektar diskretnog signala periodi¢na kompleksna funkcija to ¢e biti

n

| , -
C =—- - |H(E”) " - dw.
zﬂ_jﬁ( )

Kao §to se da uociti, izraz Furijeovog integrala i IFTD je identican, pa sledi da su kompleksni
koeficijenti Furijeovog reda zapravo vrednosti impulsnog odziva u diskretnim trenucima tj.

C, = h[n]. Da li su dobijene vrednosti kompleksne ili realne to zavisi od osbine funkcije H(e’”).

Odredimo impulsni odziv datog sistema.

h[n] = i j H(e™)-e™" -dw =

— @

-1 Il M+ Il e’"dw +
2r o 2z

1 —@cn 1 D g
L e dos L remao-

T T
O Dc3

1 e_jfl’(vs'" _e_ja’ur” e—jwm"’ _e_fwcz'" efwaz'" _ejwcl'n ef“’ﬂ"’ _ ejwfs'”
— + + + =
2 jn jn jn jn

_ sin(w,, - 1) B sin(w,, -n) N sin(w,, - 1) B sin(w,, - n)

c2 c1+ c4 53;n:0

T m. T,
sin(@,, -n) B sin(w,, - n) N sin(w,, -n) B sin(w, -n);n 40

Kao 1 u predhodnom zadatku impulsni odziv sistema je beskonac¢nog trajanja. Ako se odziv ogranici

N-1 : i . y .. o
na L =T taaka simetricno rasporedenih oko tatke »n =0, tada se dobija aproksimativna

varijanta traZzene prenosne funkcije. Zaklju€ak u vezi aproksimacije kojeg smo izveli u predhodnom
primeru vazi i za ovaj slucaj. Zbog slabe konvergencije Furijeovih redova u spektralnom domenu
mogu da se uoce oscilacione pojave. Te pojave su poznate pod nazivom Gibsove oscilacije.

Na slikama su prikazane ampitudske 1 fazne karakteristike prenosne funkcije za duzine odziva
N =10;50;100 tacaka respektivno.

Magnitude i Magnitude e Magnitude

” TS

—
2/ \A/ LA

\A
Lo
L

b

T
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Zadatak 5.4. Projektovati nerekurzivni visokopropusni filtar sa specifikacijama

050 < 2.5

1;2.524 <0 < 5.0

sec

H(J'Q)Z{

ako je kruzna ucestanost uzorkovanja Q =102 i ako je zahtevana duzina impulsnog odziva

sec

N =21. U projektovanju primeniti metodu prozoriranja.
Resenje:

Za zadatu kruznu ucCestanost uzorkovanja nalazimo da je perioda uzorkovanja jednaka
T 2r

s

=0.628. Ako se impulsni odziv uzorkuje periodom uzorkovanja 7, tada se granic¢ne

kruzne uclestanosti preslikavaju u diskretne (normalizovane) wucestanosti po izrazu

0=Q-T = 27Z-Q£rad. Odavde onda diskretna prenosna funkcija mora da zadovolji sledece
specifikacije
' 0;w| < z
H(e’”) = x 2
I;—< |a)| <z
2

Odredimo impulsni odziv trazenog sistema.

hn] = i j H()-e'"" -do =

z T X
-z —j=n . . j=n
1 ¢ f 1 |e 2 —e /™" ™ —¢
L fiermdos Lierrap= L e 2 =< _
rT:” 27[5 V4 jn jn
2
. T N =
‘ sinl ©-n 0.5n=0
51n(7r~n) (7
- — =<{ sin| —-n
wTen wTn 2
- n=0
TN

Kako trazeno reSenje mora biti filtar sa konacnim impulsnim odzivom, mora da se primeni
prozoriranje.

Ograni€enje duzine impulsnog odziva primenom jedini€éne prozorske funkcije.

Jedini¢na prozorska funkcija je definisana izrazom

N -1

n|£

=10
0; drugde

win=1"
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Vremenski oblik i frekvencijske karakteristike ove funkcije su prikazane na slici.

Magnitude Phase

cT ! g ! T
Zeljeni filtar se dobija tako $to se neograni¢en impulsni odziv izmnozi sa prozorskom funkcijom tj.

hpg[n] = hln]-win].
Rezultat prozoriranja na spektar signala je prikazano na slici.

L a Mc:gnii'uc?e
1.2
1 :
o.8
o.6
o.43
o.z2
o :
OE T o T

Ograni€enje duzine impulsnog odziva primenom Hanove prozorske funkcije.

Hanova prozorska funkcija je definisana izrazom

<10

0.5+0.5-cos 2z -n;nSN—_1 0.5+0.5-cos 2—”-n;n
N -1 2 = 20

0; drugde 0; drugde

wn] =
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Vremenski oblik 1 frekvencijske karakteristike ove funkcije su prikazana na slici.

Magnitude Phase

L 1110 |
fﬂﬁ M _— I

Zeljeni filtar se dobija tako $to se neograni¢en impulsni odziv izmnoZi sa prozorskom funkcijom tj.
hg[n] = h{n]-win].

Rezultat prozoriranja je prikazano na slici.

Magnitude
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Ogranic¢enje duzine impulsnog odziva primenom Hamingove prozorske funkcije.

Hamingova prozorska funkcija je definisana izrazom

0.54+0.46-cos| —%—-n Ll <Y=L 0545 0.46-cof ZZn):
N-1 2 = 20

0; drugde 0; drugde

<10

n

win]=

Vremenski oblik i frekvencijske karakteristike ove funkcije su prikazana na slici.

Magnitude Phase

“1e s ) = 1o 2T

Zeljeni filtar se dobija tako $to se neograniéen impulsni odziv izmnoZi sa prozorskom funkcijom tj.

hpg[n] = hln]-win].

Rezultat prozoriranja je prikazano na slici.

Magnitude

_4 _—Ilrl— 1 6 1 _IIT
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Ograni¢enje duzine impulsnog odziva primenom Blekmanove prozorske funkcije.

Blekmanova prozorska funkcija je definisana izrazom

2 4 -1
0.42+0.5-cos i -n |+0.08-cos i -n ;n|SN—
win]= N-1 N-1 2
0; drugde
Konkretno za ovaj primer prozorska funkcija je
0.4240.5-cos| 2% -1 |+0.08-cos| = |n| < 10
win]= 20 20 :

0; drugde

Vremenski oblik i frekvencijske karakteristike ove funkcije su prikazana na slici.

.

Zeljeni filtar se dobija tako $to se neograni¢en impulsni odziv izmnoZi sa prozorskom funkcijom tj.

Magnitud

e

-1
M

m

hpg[n] = h{n]-win].

Rezultat prozoriranja je prikazano na slici.

o 12 Mc:gnii'uc?e
N ;
o. :
[
o. :
o. :
o f
—0 .02 a7 6 T
a FPhaose
a L e e ]
2l s
S O S NP
[m ]
S R O
e e
Y Uy O
AT o T
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Zadatak 5.5. Projektovati nerekurzivni filtar propusnika opsega sa slede¢im specifikacijama

0;|€ < 400 22

H(jQ) =1{1;40024 <|Qf < 60022 ,

0;600 < |Qf < 100022

sec

Primeniti Hanovu prozorsku funkciju ako je QO = 20002 i N =21.

sec

Resenje:

Za datu brzinu uzorkovanja dobijamo da diskretni filtar mora da zadovolji sledece uslove

27

o < =
5

H(e’”) = 1;2?7[ <lo| < 37

0;

5

0;3—ﬂ<|co|£7z
5

Impulsni odziv filtra ¢e tada biti

_2n 3

_ 1 T jo Jjon _ 1 ] Jjorn 1 ? jon _
h[n]—g-:[rH(e el do=—— Jle dw+—j1-e do =

T 2r
s 5
3z 27
2r 3r 3r 2 . .
B 1 e—J?»n B e—j?-n . ej?»n B ej?-n B Slll(5 . nj ) Slll(5 . I’lj
2 jn jn Ten Tn
1
—n=0
5
=% . (37 . (27
sin| — -n sin| —-n
5 5
n=0
T-n T-n

Primenom Hanove prozorske funkcije

n <10

b

0.5+0.5-cos 2—7Zn ;
win] = 20
0; drugde

impulsni odziv diskretnog sistema ¢e biti A, [n] = h[n]-w{n] koja je prikazana na slici
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—0 .05

—0 .15

Amplitudska i fazna karakteristika projektovanog diskretnog sistema je prikazana na slici.

132

o Qo Q9 o o Q Q
[N = T T - T A SRS I Y -1

Magnitude

a ' o : =
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Zadatak 5.6. Projektovati nerekurzivni filtar nepropusnika opsega sa slede¢im specifikacijama

Q] <3004

1; sec
H(jQ) =40;30024 <|Qf < 70024

sec *

15700 <€ <1000 22

sec

Primeniti Hamingovu prozorsku funkciju ako je Q, =2000244 i N =21.

sec

Resenje:

Za datu brzinu uzorkovanja dobijamo da diskretni filtar mora da zadovolji sledece uslove

H(e'”) =10~ <|o|<—.

Impulsni odziv filtra ¢e tada biti

h[n] = i'-[ﬁ(e-"”)-e«"”‘” do =

1 3z
1 _E . 1 E ) 1 T )
=— |1-e/"do+— Il-e"”’”dw+—jl-e]”'”dw:
27 < 2 3, 27 5
10 10
. (37 (T
sinf —-n| sinf—-n .
o ) o +sm(7z-n)
Tn Tn Tn

Primenom Hamingove prozorske funkcije

<10

9

0.54 +0.46 - cos(z—” - n];
win] = 20

0; drugde

impulsni odziv diskretnog sistema ¢e biti A, [n] = h[n]-w{n] koja je prikazana na slici.
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Amplitudska 1 fazna karakteristika projektovanog diskretnog sistema je prikazana na slici.

Magnitude

S T IV T (P N AP TRV A S T D I T I D T R A 4
-2 T VR W (VR T PR N A T L 1 I N I N APPSR T AR i
T T . I e . . I T 4
_4 _—II|-|— 1 6 1 _IIT
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Zadatak 5.7. Digitalni filtar ima periodi¢an spektar. Analiti¢ki opis spektra u njegovoj osnovnoj
periodi je

Projektovati nerekurzivni filtar primenom jedini¢ne, Hanove i Hamingove prozorske funkcije za
N =21.

Resenje:

Kako je prenosna funkcija periodi¢na primeni¢emo metodu razvoja u Furijeov red. U predhodnim
primerima smo ve¢ ukazali na ¢injenicu da je razvoj u Furierov red zapravo inverzna Furijeova
transformacija diskretnog signala (IFTD). Na osnovu toga impulsni odziv ¢e tada biti

1 7 - -
hnl=—- |H(E?’) " -do =
[n] 2ﬁ_jﬂ( )

1 [ w j@-n 1 T w j@-n
=—||-——|e"do+—||—|-e"do =
2r°\ « 2r o\

3
—;n=0
V2 ’ 4
. sin| =-n 2
sin(7z - n) 2 (7[ j
_ . - sin| -7
T-n 4 z., - - 10
2 o

Uticaj pojedinih prozorskih funkcija na amplitudsku i1 faznu karakteristiku su prikazane na slici
respektivno.

Hagnitude

Mcgnifuc{e Megnitude
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Zadatak 5.8. Primenom Kajzerove metode projektovati nerekurzivni niskopropusni filtar sa
slede¢im specifikacijama:

a, <0.1dB;Q =202

sec ?

a, > 44dB;Q) =302

sec ?

Q. =100

sec

Resenje:
Kajzerova metoda projektovanja nerekurzivnih filtara se sastoji iz vise koraka.
Korak 1. Odredivanje impulsnog odziva idealnog filtra.

Za grani¢nu kruznu ucestanost idealnog NF filtra se uzima sredina prelazne oblasti tj.

Ova kruzna ucestanost se preslikava u normalizovanu uc¢estanost

o, o2 =T
Q 2

N

Prenosna funkcija i impulsni odziv idealnog NF filtra je tada definisana

7 . T
. . 5 sm(-nj
H(e)=1" o< 9 = h[n]= Ie"”‘" do=—22 )
0; drugde _ zen

NN

Korak 2. Odredivanje dozvoljenog odstupnja frekventne karakteristike.

5] — 10—0.05-0:,, — 10—0.05~44 =631- 10—3
10—040511;, -1
10—0.05-ap +1

= § =min(5,,5,)=5.75-10".

S, = =5.75-10"

Korak 3. Odredivanje minimalnog slabljenja po novoj vrednosti odstupanja.
a, =-20-log(5)=44.84B..
Korak 4. Izbor vrednosti koeficijenta o'

0, <21
a'=140.5842 (e, —21)** +0.07886 - (a, —21)21 < x, < 50.
0.1102-(a, 8.7, > 50
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1z ove formule nalazimo da je o'=0.5842-(44.8—21)™* +0.07886-(44.8 —21)=3.952..
Korak 5. Izbor vrednosti koeficijenta D i odredivanje duzine impulsnog odziva N .

0.9222;c, <21

D= -17. .
%—m;an >21
14.36
Odavde imamo da je D = % =2.566.

Q. -D
Duzina Kajzerove prozorske funkcije se odreduje iz obrazca N > ﬁ+1 =26.66 iz kojeg

n b4
onda sledi da je potrebna duzina impulsnog odziva N =27 t.

sN_

n

hegln]= Bigearno[1]- Wn];
0; drugde

Vrednosti Kajzerove prozorske funkcije se racunaju pomoc¢u Beselovih redova nulte vrste. Zbog
sloZenosti proracuna ovde je ne¢emo dati niti izucavati, ali se obicno primenjuju racunarski
algoritmi u reSavanju.

Zadatak 5.9. Primenom Kajzerove metode projektovati nerekurzivni visokopropusni filtar sa
slede¢im specifikacijama:

a,<03dB;Q, =3

a, 245.0dB;Q, =244,
Q, =102

Resenje:
Korak 1. Odredivanje impulsnog odziva idealnog filtra.
Za grani¢nu kruznu ucestanost idealnog VF filtra se uzima sredina prelazne oblasti tj.

Qp+Q
=—2 " _D)5rd

g 2 sec *

Ova kruzna ucestanost se preslikava u normalizovanu ucestanost

w, =2r—5 ="
& Q 2

N
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Prenosna funkcija 1 impulsni odziv idealnog NF filtra je tada definisana

Korak 2. Odredivanje dozvoljenog odstupnja frekventne karakteristike.

5] — 10—0.05-0:,, — 10—0.05~45 =562 10—3
10—0.05~ap -1
1070.05»051, + 1

= § =min(5,,5,)=5.62-10".

S5, = =17.26-107

Korak 3. Odredivanje minimalnog slabljenja po novoj vrednosti odstupanja.
a, =—20-log(5)=45dB .
Korak 4. Izbor vrednosti koeficijenta o'

0;, <21
a'=40.5842 (e, —21)** +0.07886 - (a, —21)21 < x, <50.
0.1102-(ct, 8.7, > 50

Iz ove formule nalazimo da je a'=0.5842-(45—21)"* +0.07886-(45-21)=3.97..
Korak 5. Izbor vrednosti koeficijenta D i odredivanje duzine impulsnog odziva N .

0.9222;c, <21

D= =7. .
@ =7 95;an >21
14.36
Odavde imamo da je D = =795 =2.58.
14.36

Duzina Kajzerove prozorske funkcije se odreduje iz obrazca N > S—Q +1=125.8 iz kojeg onda

n P
sledi da je potrebna duzina impulsnog odziva N = 26tj.

N -1
2

<

hFIR [n] = hidealno[n] ' W[n], n

0; drugde
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Zadatak 5.10. Primenom Kajzerove metode projektovati nerekurzivni filtar propusnika
opsega sa slede¢im specifikacijama:

a, <0.5dB;Q2 , =402 Q) =602

sec ? D

a, 235.0dB;Q, =202 Q) | =802l

sec ? n sec ?

Q. =200

sec

Resenje:

Pre nego Sto bi pristupili koracima reSavanja problema treba da se odredi potrebna Sirina prelazne
oblasti po izrazu

B, =min|(Q,, -, )(Q,, -Q,, )|= min[(40 - 20),(80 - 60)] = min[20,20] = 20 22¢

Odavde su tada grani¢ne kruzne ucestanosti idealnog filtra propusnika oopsega

B
~ T =40-10=302

rl sec

Bt
Q=0 + - =60+10=702L.

sec

. . y y . . . 3
Za datu brzinu uzorkovanja ove kruZne ucestanosti se preslikavajuu o, =—, @

Korak 1. Odredivanje impulsnog odziva idealnog filtra.

Prenosna funkcija i impulsni odziv idealnog PO filtra je tada definisana

kY4 T : 1
3z T 0 T sm( : nj sm[ . nJ
H(e’”) = 1’ﬁg|a)|§ﬁ:>h[n]= Iefw"’ do+ Iej“'” dw = 0 J_ MO Jxorak
0; drugde 2 3 e e
10 10

2. Odredivanje dozvoljenog odstupnja frekventne karakteristike.

5, =10"%* =107""% =17.78-10
10704050.5 _1

2 = 10—0.050.5 +1

_0877.10° [TF =min(5,,5,)=17.78-10".

Korak 3. Odredivanje minimalnog slabljenja po novoj vrednosti odstupanja.
a, =—-20-log(5)=35dB .
Korak 4. Izbor vrednosti koeficijenta o'

0, <21
a'=140.5842-(a, —21)™* +0.07886 - (a, —21)21 <, < 50.
0.1102-(a, —=8.7)ax, > 50
1z ove formule nalazimo da je o'=0.5842-(35-21)"* +0.07886-(35-21)=2.78..
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Korak 5. Izbor vrednosti koeficijenta D i odredivanje duzine impulsnog odziva N .

0.9222;, <21
D= =7. .
4T Lo
14.36
Odavde imamo da je D = 352795 =1.88.
14.36

N

Duzina Kajzerove prozorske funkcije se odreduje iz obrazca N >

+1=18.83 iz kojeg onda

sledi da je potrebna duzina impulsnog odziva N =19 tj.

N -1
Bypln] = Migeano[1]- Wn];5|n| < 5
0; drugde
Zadatak 5.11. Primenom Kajzerove metode projektovati nerekurzivni filtar nepropusnika

opsega sa slede¢im specifikacijama:

o, <02dB;Q , =100024,Q) , = 4000

sec ? sec ?

a, > 40dB;Q,, = 200024 Q | =3000 2L

sec ?

Q, =100002L

sec *

Resenje:

Pre nego Sto bi pristupili koracima reSavanja problema treba da se odredi potrebna Sirina prelazne
oblasti po izrazu
B, =min|(Q,, —Q,, (2, - Q,, )|= min[(2000 —1000),(4000 - 3000)] = min[1000,1000] = 10002

sec

Odavde su tada grani¢ne kruzne ucestanosti idealnog filtra propusnika oopsega

sec ?

B
le :Qpl +_t:1000+500:1500ﬂ
2

Bt
Q,; =9, =" =4000-500 = 35002

. . . y . . . R4 T
Za datu brzinu uzorkovanja ove kruZne ucestanosti se preslikavajuu o, =—, o,, = o

10
Korak 1. Odredivanje impulsnog odziva idealnog filtra.

Prenosna funkcija 1 impulsni odziv idealnog NO filtra je tada definisana

kY4 T

I;drugde
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3z

Tr
T e I
h[n]=—- Ie«’”'" dw+—- Ie’”"" do+—- Ie’”"" do =
2 r 2r 3z 27 Tz
. =
. (37 (T
. sinfl—-n| sin|—-n
B s1n(7r~n)Jr 10 B 10

Korak 2. Odredivanje dozvoljenog odstupnja frekventne karakteristike.

51 — 10—0.05-0{,, — 10—0.05-40 — 0'01
10—0.05042 _ 1

2 - 1070.05-02 +1

_oot1s [Z07 min(J,,8,)=0.01.

Korak 3. Odredivanje minimalnog slabljenja po novoj vrednosti odstupanja.

a, =-20-log(5) = 40dB .

Korak 4. Izbor vrednosti koeficijenta o'
0, <21

a'=140.5842-(a, —21)™ +0.07886 - (a, —21)21 <, < 50.
0.1102-(a, 8.7} x, > 50

1z ove formule nalazimo da je o'= 0.5842-(40 —21)** +0.07886- (40— 21)=3.395..
Korak 5. Izbor vrednosti koeficijenta D i odredivanje duzine impulsnog odziva N

0.9222;cx, <21
D=7a, —7.95;% ool
14.36

Odavde imamo da je D =M= 2.23 .Duzina Kajzerove prozorske funkcije se odreduje iz

+1=23.3 iz kojeg onda sledi da je potrebna duzina impulsnog odziva

obrazca N > Q-
Bt
N =24t;.

SN_I

n

hF]R [n] = hidea Ino [n] : W[l’l],
0; drugde
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